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Inledning.

I redovisningen av laborationerna bor du ta med foljande punkter:
1) Problemformulering.
2) Analytisk 1dsning eller teori.

3) Diskussion av anvdnda numeriska metoder, och ev. kort
beskrivning av programmets uppbyggnad (uppdelning i
subrutiner osv; flodeésschema behdvs ej).

4) Program - och resultatutskrifter (gdrna figurer).

5) Ev. diskussion av begrdnsningar, speciella svarigheter osv.



Introduktionslaboration.

Den statiska temperaturfordeiningen i en kvadrat med sidan a sokes.
Temperaturen T(x,y) satisfierar Laplace”s ekvation med randvillkor
enligt figuren.

} y
a T = T(x)
T=0 T=0
a > X
T=0

O0Tika randvillkor:

=7 X - X )
N T =T, XX
2) T(x) = Toe;x/a sin-%? z positiv, reell

=T X <5 ™ iti
3) T(x) = To 5 sin k 3 k positivt heltal

Bestam T(x,y) i ett antal punkter i kvadraten, forslagsvis i 11 x 11
punkter (randpunkter inrdknade).



Laboration: Utbdjning och vibration av odndlig platta.

Radiellt symmetriska,transversella vibrationer i en odndlig platta
uppfyller (u dr utbdjningen)
3 5,2 2

1 )
= p—) U(Q,t) + U(D,t) =.0
P 9 " 3p 52

be (
Vid tiden t= 0 har plattan utbGjningen u(p,0) = f(p) och sldpps fran
vila. LOsningen ti11 detta problem &r
T 2, 2
1 J‘ Ap . AT+ p
U(p,t) —m Of(K) \JO (m ) Sin (TB-t—) AdA

Berdgkna denna integral numeriskt. GOr program for Jo(x) sjalv
(enkel precision bor rdcka) och utnyttja givna integrationsrutiner.
L&t berdkningen av f(p) ligga i ett sdrskilt funktionsprogram som
latt kan bytas ut. Testa forslagsvis med

2,2
f(p) = A e /2
(kan 1osas analytiskt) och sedan med t ex -

cos 5Z 0<p<fa

(o) = @ -
0 p>a



Laboration: Akustiska egenfrekvenser i ett sfdriskt skal.

Bestdm egenfrekvenserna for omrddet mellan tvd koncentriska sfdrer,

radie a och b, a < b. Sfarerna antas bdda vara hdrda, dvs hastig-
hetspotentialen ¢ uppfyller Neumanns randvi]]kor~%% = 0. Forslags-

vis bestdms de tjugo ldgsta egenfrekvenserna for t ex a/b = 0,5 och
a/b = 0,9.



Laboration: Potentialproblem utanfor sfdr.

Berdkna potentialen utanfor en sfdr dd potentialen ¢ pd sfdrens yta
r = a dr given som ¢(r=a) = f(6)(rotationssymmetri).

1) Los problemet analytiskt som en Fouriersumma, ddr f(6):s
Fourier-koefficienter o, ingdr.

2) Gor ett datorprogram som kan behandla allmdnna Fourier-koefficienter

C!n.

3) Kontrollera 1dsningen med t ex f(8) = cos 560

4) Ger sedan en korning for ett allmdnt fall, t ex f(8) = (6-'1r/2)6 cos 6.



Laboration: Temperatur i vdgg med varierande tjocklek.

Bestdm med konform avbildning isotermerna til1 foljande temperaturproblem:

T = T1 ALY

T
i

1]
—
.

Forslagsvis bestdms 10 isotermer med T2 =0, T1



Laboration: Akustisk punktkdlla utanfor sfir.

Berdkna fjarrfdltet frdn en akustisk punktkdalla utanfor en hdrd sfdr.
Problemet for has@ighetspotentia]en ¢ kan formuleras pd foljande sdtt
(underforstatt e '“t).

(2

(V- + k2) ¢ =20 k = w/c ¢ = ljudhastigheten

A,

Randvillkor: 5% ¢ =0 pd sfarens yta r = a

Kalla: ¢, = exp(ikR)/kR R = | - b2

~

ikr \-1
Definiera fjdrrfiltsamplituden S = 1im (%?-;> .4

r - o

Berdkna |S| som funktion av 6 for ndgra olika vidrden pd ka och b/a.
T ex ka = 0.1, 2, 2m och b/a = 2. Forsok dven med b/a = 1.



Laboration: Spridning mot sfdr.

Betrakta spridningen av en akustisk planvdg mot en hdrd sfiar. Beridkna
numeriskt det totala spridningstvdrsnittet som funktion av ka, forslags-
vis i intervallet 0 < ka < 10. Kontrollera 16sningen med det analy-
tiska uttrycket i 18ngvégsgransen (smd ka).



Laboration: Kapacitansberdkning for kvadratisk kondensator.

Berdkna kapacitansen C for tvé parallella kvadratiska plattor (sida a)
som funktion av separationsavstdndet d. Berdkna dven ytladdnings-
fordelningen pd plattorna. Undersok dels fallet dd plattorna har
potentialen V och -V dels fallet d& plattorna har samma potential.

Lamplig ref.litt.: R.F. Harrington: Field Computations by Moment Methods
(finns att 14na). '
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Laboration: Geofysisk prospektering. (Se appendix.)

L&t en Tikstrom I ledas ner i jorden via tvd spett. Berdkna potentialen
pd markytan om jorden tas som en tvd-skiktad, men i Ovrigt homogen,
halvrymd, och om avstdndet mellan spetten dr 2 a, och skiktets tjock-
lek dr h,

—a—

b .
a
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Laboration: Hogtalare i vigg. (Se appendix.)

Berdkna strdlningstrycket p frdn en utbredd, stationdr, rotations-
symmetrisk 1judkdalla med frekvenng i ett plan. Kdllan antas ge
en given hastighetsprofil f(p)e'mt for |pI< a (for dvrigt noll)
vinkelrdatt mot planet.

- a ' a
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Laboration: Spridning av elektromagnetisk vdg mot perfekt ledande

elliptisk cylinder. (Se appendix.)

Bestdm det totala spridningstvdrsnittet o for stationdr spridning av
en elektromagnetisk planvdg mot en perfekt Tedande elliptisk cylinder
med storaxel 2 a och Tillaxel 2 b. Den infallande vdgen &r polari-
serad sd att det elektriska fdltet dr parallellt med cylinderaxeln,
och vdgens infallsvinkel med storaxeln a dr o, dvs

Ei = ; exp (ikpcos(a-¢) - iwt)
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Appendix till Geofysisk prospektering.

Vi formulerar problemet som ett randvdrdesproblem for potentialen 6.
I de tvd omrddena gdller

:
E=-9 ”
Ve = 0
IV-E =0
J=-aVd
J=0tL -
\

Vi kan dela upp problemet s& att den totala 1dsningen f&s som en super-
position av tvd "enspetts"-1&sningar (en dér strommen gir upp och en
ddr den gdr ner). Om vi vdljer origo i kdllpunkten pa ytan far vi
sdledes att (problemet rotationssymmetriskt)

2

v9.(p,z) = 0 i=1,2

7

w5 1
Randvirden: = ¢1(p,0) = ET 5

9 3
01 52 ¢1(pa'h) = 02 3z ¢2(ps'h)

¢1(Q,'h) = ¢2(py'h)

¢,(0,2) dndlig dd z » - =
\
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Vi 16ser problemet genom att Hankeltransformera i p-led.

fA 0
¢, (A,z) = J edo ¢ (p,2) Jy (20)
0 i=1,2
‘ o]
05 (0:2) = [ adrd, (,2) 35(%0)
\ 0

Transformering av differentialekvation och randvillkor ger (utintegre-
rade termen antas forsvinna):

2
3¢ A .
->\ ¢1 + ;z—z' d)'i = 0 1 = 1’2

3 A

A _ _ 3 7 _

4

A A
¢1(A,-h) = ¢2(A,-h)

82(X,z) dndlig dd z » -

N\
Losningarna dar

= A, (0) % + B, (1) e

-
—
——
>
“
N
g
|

AZ .V
= AZ(A) e + BZ(A) e

o>
N
——
>
M
N
g
|
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Randvillkoren ger foljande ekvationssystem

( . I
My - 2By = 7o,
-h Ahy -Ah Ah
) 01(A A e - ABy e ) = 02(>\ Ase -\B, e )
-\h Ah -Ah __Ah
A1 e + B1 e’ = A2 e + 82 e
82 =0
som har 10sningen
g
( : (1 + 6% ) e>‘h
KA = 7 G, SR X ¥ G, Cosh A
g .o
I (1 - 3% ) e~
B,(A) = 7 G, Sih X ¥ G, cosh An
<
I e)‘h
Az(x) = 2m S, sinh Ah + e cosh Ah
kBZ(A) =0
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Losningen till potentialproblemet dr s&ledes

C oo Y o -
(1 +_6g ) e)\(Z"'h) + (1 _ 0_2 ) e >\(Z+h)
o) = L | L 1 35 (00 s-hezgo
oy sinh Xh + gy cosh Ah
\
I e>\(Z+h) :
¢2(D,Z) = E J JO (Kp) d)\; Z \< -h
9y sinh Ah + dy cosh Xh
0
g -0
eller om vi infor ¢ = T kan vi skriva om
1 2

o]

J eAz+h)+C e-x(z+h) 3 (0) da

1 " ekh - c e51ﬁ47 0

_ 1
¢1(D,Z) il P

-Ah , Az -AZ
I J [ekz + &€ (e +e )]J (Ap)dA
0
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Den forsta termen kan integreras direkt ty

[

j e‘”ZUO (Ap)dA = lr =

0 p2' + 22
Vi far
1 Ic cosh Az
¢1 (O,Z) =2'IT0'1 r '.n.—51 J eZ)\h c Jo(}\p) dA

Den ftrsta termen svarar mot en helt hombgen halvrymd (h -+ <) medan
den aterstdende integralen ger avvikelsen p g a att ett skikt finns
i marken.

P& markytan z = 0 far vi

I [ T Jg(Ae)dA
¢1(ps0) = m 1 +2c¢p —ez-Xh——
0

Det ursprungliga problemets 16sning kan tecknas som en superposition

av tvd ldsningar, den ena med kd11a i x = - a den andra med kdlla i x = a,
i (x,y)
P1 P2

1
QO
o3

markytan sett frén ovan
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Potentialen pd markytan blir

T Ja(x0,) - 3, (2
I {1_ P p{reg) - Jp0hey) dx}

¢(xsy) =5 - =
21r01 o4 Ps e2)\h - c
Forslag pa data: — =1 kanm
1
1 -s5kan
2
h =50m

a =100 - 500 m
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Appendix till Hogtalare i vdgg.

Detta problem kan 1dsas genom att infora hastighe?spotentia]en ¢(7).
(Vi antar att alla storheter har tidsberoendet e_1wt, som inte

explicit anges.) (Uver-) trycket p ges d& av

-
v

- V¢

wp, ¢

(1)

p

ddr Po ar luftens tdthet.

Hastighetspotentialen (1iksom dven p) uppfyller Helmholtz ekvation
(k = w/c; ¢ = Tjudets fashastighet).

(W + k%) ¢ = 0 (2)
Randvillkor pd vidggen (z = 0):

- . flo) o<a

VezZ = for z = 0

0 p>a

dvs

3 -flp) o <a .

5 C 0 o >a for z = 0 (3)

Vidare gdaller att 1judvdgen skall vara en utdtgdende sfdrisk vdg pa
stora avstdnd fra&n hogtalaren (r — «). Detta villkor ger att ¢
uppfyller foljande utstrdlningsvilikor

Tim [r(%; 6 - 1'k¢)]= 0 (4)

r— o

i » i(kr-wt)
(Kan inses av att ¢e Twt | NGO - + bidrag som avtar

snabbare d& r - = for en sfdariskt utgdende vag.)
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Laborationen gar ut p& att berdkna str&lningsfaltet S(¥) (eller 1wp0 S(#))
och beridkna denna storhet for ndgra val av f(p) och frekvenser v.

S() = Tim [o() re %7 ] (5)

r s

Vi Toser detta problem med en teknik som dr anvdndbar dven for andra
randvardesproblem med Helmholtz ekvation. For ett dgonblick ldmnar
vi ddrfor vart akustiska problem och betraktar fﬁ]jande ekvationer

i ett omrdde V i rummet (an s& ldnge godtyckligt)

(V'2 +

ddr V' innebdr derivering m a p primade storheter.

Losningen till den andra ekvationen dr vdlkdnd

LIKIT - 7
G(r, r')= + p(r')
4|7 - |

dar w(?')uppfy11er Helmholtz homogena ekvation i V. Ldgg midrke ti1l att
>
som en funktion av r uppfyller G(r, r') utstrédlningsvillkoret i (4).

Vart md1 dr att konstruera en integralformel for fdltet ¢é. Denna
f8s genom att multiplicera ekvationerna i (6) med G resp. ¢ samt
subtrahera. Vi far

-

V(G V'¢ - V'G) = a(r - 1)

Om vi integrerar uttrycket Over volymen V far vi med Gauss”sats
IR, #ive® - s wa®r] atast = a® oF) (1)
S : .
dar S &ar V:s_begrﬁnsningsyta med utdtriktad normal A och
1 om¥Te V

A(F) =
0 om¥¢V
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=

Vi dtergdr nu till vart akustiska problem och tilldmpar (7) p& volymen
V, som begrdnsas av S = S1 + S2 enligt foljande figur (51 grénsvdrdet

dd z — 0): AZ

Y

Lﬁ S

For z > 0 (¥ e V) s3 gdller

(%) = SJ [W') 2GFF) - (F,F) %Z.M’F")] ds'
-
SR CERBESC RGOS I

w

2

Lt nu R1 + o, Integralen Over 52 kan visas—=» 0 i grdnsen R1—+ o
(p 9 a utstrdTningsvillkoret) och vi far (S1 i grdnsen hela x - y-
planet)
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Vd1lj nu den § V k&11fria 18sningen w(?')vid konstruktion av G(r,rr') si att
%ET G(F,¥') = 0 for z' =0 och z > 0. Spegling i planet z' = 0 ger

S - ok |? - 7 . Jk 7 -7}
4Trl?"- ?"’I 4r|¥ - 7"6]

ddr ?g ir Y'speqlad i z' = 0 (dvs z'¢» -2')

AZ
v
>
r
]
T »>z' =0
:
"
0
-Vi har sdledes konstruerat
%Z—r G(?, Zlio) = ‘03 z>1
1k|? -”?4
G(?,Zl=g) = S—T—:;— -Y):. = (Xl,ylso)
2nlr - r
Vi f&r till slut faltet for z > 0 ur (8)
T
rAN 1 61 9 >, .
o) = - 5 | Lo B #F) as (9)
27= r-r

StraIningsfiltet far vi nu genom att lata ¥ — «, .

Lat R =|? - ?'|= (rz + p'z -2 rp' sin 6 cos ¢')1/2

ddr ¢' dr ¥':s azimutvinkel. Med insatta randvillkor pd ytan z' =0
(se (3)) far vi ur (9) for z > 0

2m a .
ikR
o(F) = —%— f do' j p'dp eR f(p")
0
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Med definitionen (5) far vi

2m a
(%) = Tim [¢ r e"k'“] S { o'do’ 1im L etkRT) £(or)
r o ' 0 r~»

men-% eik(R - r) _ -ike'sin ¢ cos ¢' dd r >

Vi far till slut

21 a
0 0
a
= ’I f(p') Iy (ke'sin 8) p'dp’ (10)
0

Energistromtdtheten (effekten / y.e.) har medelvirdet

=0, < -g— Re (¢e” 'ty vRe(s ') 5

I radialled far vi pd stora avstédnd

-> o 2
Gy o= w kISI
ol
Integralen tas som utgdngspunkt for berdkning av S som funktion av
6 for ett antal olika frekvenser v (ka). Ett stdrre ka-vdrde bdr ge
ett okat antal "sidolober" i strdlningsbilden (mer kidnsligt for
riktning)
1

Test: f xdx (1 - x2)u Jo(ax) =2"r(u+1)a’®
0

-1 ,
Jp+1 (a)

a>0,Reu>-1.
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Appendix till Spridning av elektromagnetisk vdg mot perfekt ledande
elliptisk cylinder.

P& grund av den infallande vdgens polarisation degenererar detta problem

till ett skaldart. Helt allmdnt kan problemet formuleras i det totala
filtet E=F +E

VE+KEE=TD , k

w/c
VeE =0

Randvillkor pd cylinderytan SO: nxE=0

Vi har dessutom ett "randvillkor" for stora p varden pd& den spridda
vdgen B, Av fysikaliska skal skall den representera en utdtgdende
cylindrisk vdg, dvs
< e1'(kp-w’(:)
E° ~ S(F) —r— * bidrag som avtar snabbare dd p + .

p
D& den infallande vdgen endast har en z-komponent far vi att dven det
totala fdltet endast har en z-komponent och vi fdr foljande tvddimen-
sionella skaldra problem att 16sa:

(V2 + KBIE, (psa) = 0
Randvillkor: EZ = 0 p& ellipsens yta S0 (1)
JE>
. 1 z . S]] _
11m{p/2{§?— =1 kEZ =0
p + ©

Vi kan pd detta stadium gora en jamforelse med formuleringen av 10s-
ningen av problemet i laborationen "hogtalare i vdagg". Utgdngspunkten
i det fallet var en allmdn teknik som byggde pd Greenfunktionen (i det
fallet i tre dimensioner). Har skall vi anvdnda samma teknik och med
referens till "hogtalare i 13da" ekvationerna (6) och (7) kan vi

helt allmdnt teckna ett uttryck for 10sningen til1 Helmholtz ekvation
i‘en volym V som

Jla FF) vE,(F) - E,(7) va(FF)]at dst = a(®) E,(F) (2)
S
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ddr S dr V:s begrdnsningsyta med utdtriktad normal #

N lomreV
och A(r) =

Oomvrg¢V

(v dr en tvadimensionell vektor i planet.)

-~

n

Den tvadimensionella Greenfunktionen G(?,?') som uppfyller utstrdInings-
villkoren &r

G(F7) =4 H(é)(k|r+- )

1
7

Vi skall nu tilldmpa detta integraluttryck pd vart problem och vi
vdljer dd V enligt ‘foljande figur:

>
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Integralen Over den stora cirkeln (p = R) ger i grdnsen endast den

infallande vadgen (den spridda vdgen uppfyller utstrdlIningsvillkoret),
dvs vi far d& den inre ytan sammanfaller med So och R +

E; @ - [ G(F, ') V'E,(F') - E,(F") V' e(?,?-j].ﬁo ds'

S

-> -> .o
Ez(r) r utanfor So

0 ¥ innanfor SO
Med randvillkoret EZ =0 pd So far sd till slut

E_ (r) T utanfor S
° (3)

S 0 F innanfor S0

Denna inegralframstdllning dr utgdngspunkt for vdr 10sning av problemet,
och Tdgg marke till att utanfﬁrSo,sé representerar integralen - Ej.

I (3) dr det underforstdtt att V'EZ(?')- ﬁo' dr gréansvardet av detta
falt fran utsidan av SO.

For att f& ldtthanterliga storheter infor vi de cylindriska vdgorna

enligt
ReX (F) = -;% J, (ke) (Cos m ¢)
sinm ¢ 0A=(§) g m=0,1,2,...(4)
m® e (0]
e =2-8
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Enligt HMF 9.1.79 kan vi utveckla G(r,r') = % H(l)(k |¥ - #']) enligt

G(F.F') = '1-;°§0Rexo,m<?<) Xem(Fs) (5)
g=e

»0

dar ?;(?<) refererar til1 det st¥rsta (minsta) av avstdnden p, p'.

Denna seriepresentation av G(r,r') ir likformigt konvergent for alla
o¥p'.

L&ter vi nu r vara sidan att p > a (utanfor omskrivna cirkeln) s& giller
enligt (3) och (5)

ES(F) = E,(F) - E) (F) = - S 6(FF )g £ (F') dS

z on’
0
=3z f_x_(F) (6)
g=e,0
ddr
j aEz
fom = - i Rexcm-gﬁ. ds (7)
S 0
0

Om vi & andra sidan tar ett p < b (innanf6r inskrivna cirkeln) far vi

E, (F) = 5[0 G(F,F") -g-ﬁ(.) E,(F') ds' = L Rex ,(F)  (8)
o=e,0
déar
[ 3E,
am = 7 ) Xgn B dS (9)
S o



- 28 -

Lagg mdrke till att den infallande vdgens utvecklingskoefficienter
am dr kdnda. Den okdnda storheten dr ?ni' som vi nu skall elimi-
nera genom att utveckla detta filt i ett ° fullstdndigt funktions-

system pd ytan S_, t ex {Re ¥ 0= €,0
0 { Om} m=0,1

’2,' ]
Vi ansdtter pd ytan So:

9E_(r") 5 >

z g '
o = ZA - w(ir') ReXGm(r' )
-0

. > . . . cme
ddr w(r') dr en funktion som vi skall specificera senare.

Insattning i (7) och (9) ger

1
fcm = - 1o§m' Re Qo %t
(10)
4
a_ = iy
om = O-'m' QO'm'O"m' Oto_nml

ddar de s k Q-matriserna definieras som

r

Re Qomo'm' =7 ’( Re)(Gm Re Xc.m. wdS'
So
< (11)
Qomo'm' ﬂf Xom R& X1 WS
o)
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Formellt kan vi eliminera o ur (10) och vi far

- - -1 _
fO’m - ? . Re Qomo” mu (Q )O'" mu g ml aglml - zl: , TOmO,lml ao.lml
agm om
4 O'"m 1"
_ -1
Tomo.lmn = ov'z':m“Re Qomo"m" (Q )O' mllglm
\

(12)

Observera att Tomo'm' (den s k T-matrisen) dr oberoende av den infallande

vdgen, och innehd1ler endast ytans form och randvillkor. Om T__ , ,
och A dr kdnda s8 fds sedan den spridda vagen Ei ur (12) och (6).
Numeriskt 19ses ekvationerna (10) etfer (12) med &ndlig trunkering.

Vi ska11 nu ta fram utvecklingskoefficienterna m for den infallande
vdgen E = exp[1kp cos (o - ¢ﬂ se (8).
Fridn HMF 9.1.44-45 far vi

[0}

exp(ikp cos 8) = & € im Jk(kp) cos mb

m=0

Vi f&r sdledes utvecklingskoefficienterna for planvdgen

Agy = Zﬂsm i (Gc’ecosma + 60,0 sinma) (13)

och den spridda vdgen far vi sedan formellt ur (12) och (6).

Vad som &terstdr att analysera dr dd det totala spridningstvarsnittet
o som definieras som

_ spridd effekt/1.e.
~ infallande effekt/y.e.

Den spridda effekten berdknas lattast pd en stor cirkel, ddr

(F) ~ \/ oilke - 72+1/4 cos m ¢
(r) V—'ﬂ’p ™ (m2+1/4)) (sinmdb)
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Den totala effekten/y.e. ges av Poyntings vektor, och medelvdrdet
blir

- .
{sep> = 2

2
Re (Ei i‘ %[i) IES

2m 1/2

ﬂ*.ﬂ(i) 2
‘gpdd) <s p>—-2- uo T(TE

fom

z
om
1/2

. . -> - 1 €0
Den infallande végens effekt/y.e. dr <s. k> = ?-(a—>
0

Vi f&r spridningen per ldngdenhet av cylindern

2

2
G.= 'kTZ (14)

om

Genom att infora spridningsamplituder S(¢)

S )~ | e se) da e (15)

kan vi med hjdlp av det optiska teoremet skriva om o. Resultatet dr

o = - % re[ s(o)]

dvs det totala spridningstvdrsnittet dr proportionellt mot spridningen
i framdtriktningen, som kan skrivas

€

S(¢) = T fo m.y-m
am ‘2_1;

cos m ¢
sin m ¢) (16)
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Analysen ovan har hittills varit helt allman i tvd8 dimensioner, och

vi har inte utnyttjat det faktum att vi hdr har en ellips som spridare.
Vi gdr darfor tillbaka ti1l (11) och analyserar vilka forenklingar en
ellips innebar pd vdra Q-matriser. D& Re Q__ , , dr realdelen av

omo 'm
Q

1 w
o'’ (k reellt tal) s& ridcker det att analysera

Umg'me = ™ j Xom R€ Xgrqe WS

cos m ¢ cos m'¢
=.% €€ [ H£1)(kp) Jo (kp) (sin m ¢) (sin m'¢) wdS

ellips

E1lipsen ges av

2 2

o (-

eller i poldra koordinater

2 Z

2 L2\ -1/2
o(¢) = (C°S o s;" ¢> (17)
a

Vidare ar dS' = d¢ \/p2 + (p'(¢))2, sd om vi vdljer

. -1/2
w(F) = k5462 + (o' (6)2) (18)

dad far vi

2m .

€ E , cos m¢ cos m' ¢

Vw2 2,(1) ( > (

Qmo'm' = —5— k f o H "7 (ko) J 0 (ko) {sp o 6 sinm' ¢ d ¢
0 _

diar p = p (¢) ges av (17).
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En rad symmetrier forenklar berdkningarna. Vi observerar forst

att o = e och 0 = 0 ej lamnar n&gra korsbidrag, ty o(¢) = p(2m-9).
Vidare dr Q = 0 dd@ m + m' dr ett udda heltal, p g a p(¢)=p(m-¢). -
Skriver vi Q-matrisen som en matris i o, o' indexen far vi s&lunda
att

00

dir (m + m' jimnt heltal)

. /2
Qpe = 2 Vo g H (ko) 3, (ko) cos m cos m'o ko%dg
) (19)
/2
Qoo =2 Vemem. j Hr$11)(kp) Jm' (kp) sin m¢ sinm'¢ k“zpzd‘cb sm,m'>1.
{ 0

Ytterligare en symmetri dr ytterst anvdndbar men ganska svar att
visa, namligen att Qcmo'm' ar symmetrisk i m och m' indexen. Detta
har ti11 fo1jd att endast fallet m'> m behtver rdknas ut numeriskt
i (19). Ddrefter kan Q-matrisen byggas upp och inverteras sd att
T-matrisen, se (12), erhdlls, samt slutligen fom i (12) och o eller

S i (14) eller (16).





