Losningar till tentamen | Kéteori och Késystem, mars 2007

Uppgift 1
a) Markovkedjan ser ut s har:

S 5 5 5

2 4 4 4

Observera att eftersom X = 0.5 s& blir z = ZI/; =2.

b) Forst beraknar vi tillstdndssannolikheterna med snittmetoden:
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P+ = 1973

Nu kan vi anvanda definitionen p& medelvarde vilket ger:

_ & 5120
N=Sk-p, = ~ 2,5950
; Px 1973

c) Definitionen pd medelvarde ger:

3370

~1,7081
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Ng =0-py+1-p, +2-(p, + s + Py )=

eftersom sannolikheten att en betjanare ar upptagen ar p, och sannolikheten att
tva betjanare &r upptagna ar p, + p; + p,.



d) Enligt Littles sats far man
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Uppgift 2

a) Vi kan anvanda formler fér M/M/1-system, vilket ger
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b) Littles sats ger
_I_:N1+N2+N3+N4z0.24

At A

c) Forst beraknar vi medeltiden som en kund tillbringar i kdsystem nummer 1,3 och
4 med hjalp av Littles sats:
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Darefter far man till exempel genom att titta pa olika vagar genom systemet att
den efterfragade tiden maste vara

T,+T,+0.9-T, ~0.34



d) Om ankomstintensiteten ar 100 per sekund s& blir bade késystem 1 och 2
Overbelastade. Utintensiteten fran dem blir d& lika med betjaningsintensiteten
vilket innebar att sammanlagda ankomstintensiteten till késystem 3 blir 55 per
sekund. Darmed ar dven kosystem 3 Overbelastat s dess utintensitet ar 40 per
sekund. Saledes blir ankomstintensiteten till kosystem 4

A, =0.9-40 =36
vilket medfor att medelantal kunder blir

N, = 36
50-36

~ 2.57

Uppgift 3
a) En slagning i Erlangtabellen ger att sparrsannolikheten &ar
E..(p)= E,(16)~0,064411

b) Erlangtabellen ger oss

E

m,

0,06411 .
(16)< ——= m,, ska vara minst 23

ny

c) Har kan Erlangtabellen inte anvandas utan vi maste rita en markovkedja. Den ser ut sa

har:

20 20 20 20

Sannolikheten att en kund spérras ar p,. Vi beraknar tillstandssannolikheterna pa
vanligt vis med snittmetoden, vilket ger
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Uppgift 4

a) Forst berdknar vi ankomstintensiteten till késystem nummer 4. Vanlig rakning
med en aterkoppling ger oss
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Darefter far vi

N A 15 g
 A—p, 20-15

b) For vantsystemen far man svarstiden som

T_&_i_ pho_ 1 A 1
A A g 4 1A A
vilket ger
1
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Svarstiden i system 4 blir helt enkelt medelbetjaningstiden det vill saga 0.5 s.

c) Ett resonemang med olika vagar ger att svaret blir

TTot — ﬂ’l T1+ 2’2 T2+ N3 + ﬂ(ﬂ'l_'_j?)(l_ ES(p4)) T4 +
/11"'/12 /11"'/12 /11“'/12 13(21+/12)(1_E5(p4))+(1_ﬂ)(/11+/12)
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P+ 2 - Eslp )+ A= ANa +4) ° 9 93737 2. —oan)+ 3 2

N S
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d) Agar = (4 +2,)- B-Es(p,)=9- % -0,110054 =0,66 jobb/s



Uppgift 5

a) Vi borjar med att berakna medelvarde och andramoment for betjaningstiden. Det
enklaste ar att anvénda definitionerna:

+o0 0.1 t2—0.1
E(X) = [tf (t)dt = IlOtdt:lO{E - =
i ]

Jd0

+o 0.1 .3 0.1
E(X?) = [t*f@)dt = [10tdt =10 _} -

Nu kan vi berdkna medelantal kunder i systemet

L AE(X?) 1 10°-(1/300) _10
20-p) 2 21-12) 12

Littles sats ger sedan

Tzﬁziz0.083
A 12

b) Vi betingar pa att betjaningstiden har langden t. L&t A vara antalet ankomster till
systemet under en betjéningstid. Det ger

t O
P(A=0|X =t) _ P g
]
Sedan kan man ta bort betinget:

+oo 0.1
P(A=0)= [P(A| X =t)f(t)dt = [e™™ d0dt=[-e ™ |}" =1-e™ ~063
s 0

C) Medelvantetiden i kon kan vi skriva som

_N-N; N-p JE(X?)

W _
) i 21-p)

Det ger oss

2 2
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W<5=

Detta motsvarar variansen

V(X)=E(X?)-E?(X)=0.1-0.092 = 0.0919



Uppgift 6

a) Intensiteten med vilken kunder kommer &r 0.1 per sekund. Det betyder att
betjaningsintensiteten maste vara minst 0.1 per sekund for att systemet ska vara
stabilt. Saledes ar svaret

u>0.1

b) For ett stabilt system galler att i det langa loppet s& kommer lika manga kunder
att betjanas som det kommer till systemet. Det betyder att mellan tvd ankomster
kommer det att betjdnas en kund i medeltal. For ett instabilt system finns det
alltid kunder att betjana. Det betyder att det kommer att betjanas 10- x4 kunder

per sekund.

c) Lat Kvara antal kunder som betjanas mellan tvd ankomster om det alltid finns
kunder i késystemet. For alla varden pa | galler att

PIN=0|M=j)=P(K2> j+l)=1—zj:P(K=r)

P(N=1|M = J)=P(K =)

PIN=2|M = j)=P(K=j-1)

PIN=JIM=j)=P(K=1)
P(IN=j+1|M=j)=P(K=0)
P(N=j+2|M = j)=0, sedan blir alla sannolikheter O for storre varden pd N .

For att fa fram ett uttryck for P(K =r) sd konstaterar vi att avgangarna fran

betjanaren ar en poissonprocess om det alltid finns kunder att betjana. Da ger
egenskaperna hos en Poissonprocess oss att

P(K=r)= _(107) g 1o
r!



