Losningar till tentamen i Kéteori och Kosystem mars 2006

Uppgift 1

a) Tillstdndsdiagrammet ser ut sa hér:

b)

5 5 5 5
(o) (1) &) &) (@)
2 2 2 2
25 5 5 5

Vi anvénder snittmetoden for att stélla upp tillstindsekvationerna:
5py=25p, = p, =2p,

5p,=5p, = p, =p, =2p,

5p, =5ps = py =p, =2p,

Spy=5p, = p, =p;s =2p,

Dérefter utnyttjar vi att summan av alla sannolikheter maste vara = 1 vilket ger

M-

p,=1=p, - 1+2+2+2+2)=1= p, :é

i=0

Slutligen fér vi

1
p0:§

p1:p2:p3:p4:§

Vi anvénder Littles sats. For att gora det méste vi forst berdkna medelvérdet av antal kunder i systemet och
den effektiva ankomstintensiteten. Medelvérdet berdknas enklast genom att anvinda definitionen vilket ger

20
N=1-p +2-p,+3-p,+4-p, :?z2,22
Eftersom ankomstintensiteten inte beror av markovkedjans tillstand, s& blir
35
A =2 (1= ) =7 =389

Littles sats ger slutligen



c)

d)

4

T=—"=2~156
7

N
ﬂ“ef/’

Den avverkade trafiken dr detsamma som medelantal upptagna betjanare. Man kan berdkna den pa tva sitt.
Lat oss forst anvénda definitionen av medelvirde:

14
N, =1'p1+2~(p2+p3+p4)=?

Man kan ocksa anvinda Littles sats pa foljande sétt:

Ng=/1€f‘;=ﬂz1,56
s = Ay 5

Nir ankomstintensiteten dr mycket lag sé finns det néstan aldrig nagra kunder i systemet nér det kommer en
kund vilket innebér att tiden i systemet blir en betjaningstid. Medeltiden blir d& en medelbetjéningstid det
vill sdga

x=—=04

Uppgift 2

a)

b)

Spéarrsannolikheten for detta system &r lika med sannolikheten att systemet &r fullt eftersom
ankomstintensiteten ar konstant. Vi kan anvianda Erlangfordelningen for att berdkna spérren:

E (p)=E, 55/05)=E (1)
En titt i formelsamlingen avslgjar att

E,.(11) > 0,04 och E,,(11) ~ 0.039 < 0.04

vilket innebar att det behovs minst 16 betjdnare.

Forst konstaterar vi att

P(hanterar fler &n 12 samtal ) = p; + P, + Pis + Pis
och att

Pis = E(11)

Dessutom har vi att

PTG i pta i

i-1 — N

= ——=—p,
SR e et p

vilket ger

16-15-14 16-15 16
p13+p14+p15+p16=E16(11)-( 'SE + TE +H+ljz0,27




c) Systemet dr stabilt eftersom det &r ett upptagetsystem och dessa &r alltid stabila eftersom antalet platser i

systemet ar begrénsat.

d) Markovkedjan ser ut sa hér:

5 4 3 2 1
.o > > > ——>
() (1) ) Gy () (&)
0,5 1.0 1,5 2,0 2,5

b * 9 b

e) Sannolikheten for spérr dr 0 eftersom det finns férre potentiella kunder &n betjdnare, det vill sdga det finns
alltid lediga betjénare.
Uppgift 3
a) Avverkad trafik i delsystem 2 blir
Pun = P, (1= E;(p,)) =8(1- E,(8)) = 8(1-0.675462) = 2.596
b) Tiderna blir
1 1
711 = = 10 = 0.5 S
wli-t 12(1—)
H 12
T, = L =2 s
Hy
1 1
T3 = = 6 = % S
H; 9
¢) Medeltiden i konitet for en kund som fér betjaning antingen i delsystem 2 eller delsystem 3 ér:
41-E,(8
=T+ 1-£®) T, + 6 T,=1135
41-E;(8))+6 41-E,8))+6
d) Vifar
115
T2 12 12
w.,=0



2
9
Medeltiden som en kund som far fullstindig betjéning tillbringar i konétets kder ar

_S . A0-E®) . 6 2

W, o=— : 2=0.60 s
912 4(1-E,(8)+6  4(1-E,(8))+6 9

Uppgift 4
a) Vifar
A, =6, 14, =05=p, =12
vilket ger att antalet sparrade kunder per sekund blir

A, -E,(p,)=6-0.847059 = 5,08

b) Forst berdknar vi ankomstintensiteterna till delsystem 1 respektive delsystem 2

2= _o0
l-«a

A,=105s"

AL=1-=4 s

Ay=A-(1-p)=6s"
Sedan ger sedvanliga formler for M/M/1 och for Erlangsystem foljande

20
Vi 25
Nl :W:Al
1_7
25

N, = p,(1-E,(p,)) =12(1- E,(12)) = 12(1 - 0.847059) = 1,835



c)

Littles sats ger

N, +N, 6
T=—1""2-2_-06s
A 10
d) Den maximala ankomstintensiteten som man kan ha till hela systemet blir
5 _
=2 _qp57
0,4
Observera att delsystem 1 ocksa kommer att bli instabilt om man 6kar A med minst 25%. Det som
maximalt kan ankomma till delsystem 3 da delsystem 1 blir dverlastat ar 12,5 per sekund vilket gor att
delsystem 3 da blir instabilt.
Uppgift 5
a) Vi borjar med att berdkna alla storheter som ingéar i den givna formeln:
p=AE(X)=10-0,05=05
och
E(X?)=0.05"
eftersom betjaningstiden ar deterministisk (det vill séga alltid lika stor). Insittning ger nu
PE(X? 10%-0,05°
= +¥)= 0,5+ —=0,75
2(1-p) 2-(1-0.5)
N 0,75
b T, =——E(X)=—"-0.05=0,025
A 10
¢) Betjaningstiden dr nu summan av tvé exponentialférdelade tider med samma medelvarde. Denna summa har

medelvérdet 0,05. Det betyder att var och en av de exponentialfordelade tiderna méste ha medelvardet
0,025. Lat oss sitta

a= ! =40
0,025

Da ér laplacetransformen for en av tiderna

a

a+s

och laplacetransformen fér summan blir da



f(s) :(Lj =a’(a+s)"
a+s

Derivering ger nu

_df(s) = 2az(a+s)_3
ds
och
2
d /() =6a2(a+s)’4 —S6a’at=6adas—>0

ds’
Det innebir att
E(X*)=6a” =6-0,025"
Medelantal kunder i systemet blir nu

2 2 2 2
JFEXY) o 107600257

_ , = 0,875
2(1-p) 2-(1-0,5)
Medeltiden i systemet blir da enligt Littles sats
T = N =0,0875
A
Uppgift 6
a) Markovkedjan ser ut s hér:
ﬂ“A ﬂ“A 1,4
0 «———1 A ‘47| AA 47| AAA
My 2u, 3uy
Ay Ag
/LIB /1A /’lB
B l«—"] BA




b) Létosssitta p,,, =¢. Sedan anvinder vi flode-in-flode-ut for att stélla upp ekvationer. Det ger

2py=p s+ Py Dy =06t
2py =P+ Dy p, =0t
2P = Pat Py P =0
3ps=Po+Ppit D Py =01
2P =Pat Pau P =3t
3P s = P Pass =1

Anvinder vi sedan att summan av alla sannolikheter maste vara =1 sa far vi att

Ankomstintensiteten av kunder av typ A respektive typ B dr samma for alla tillstand. Det ger att
sparrsannolikheterna blir

P(A-spirt) = pp, + P, :2_8

och

16
P(B-spiarr) = p,, + P+ Paus + Paa :2_8

c) Medelantalet fardigbetjdnade per tidsenhet blir

7 21
ﬂ«eff:/l I_P A- a :1' 1—— = —
4 =4, (1= P(A-spirr)) ( 28] >3

16 12
A0 = Ay (1= P(Bespir)) = 1. 1= | ==
§ = Ay (1= P(Bspi)) ( 28} 5



