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Gauss sats — divergenssatsen

Lat S vara en sluten (styckvis glatt) yta med utatriktad normal f,
som begrénsar ett omrade V, samt A ett kontinuerligt
differentierbart vektorfalt i V' (mer precist i en dppen omgivning
som innehéller V och S)

/ﬁ(m)
S
//VV-Adv://SA-dS://SA-ﬁdS

f
jamfor integration in R: [° di) dx = f(b) — f(a)

2 dx
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Exempel

Berdkna normalytintegralen ffs F - dS av vektorfiltet F givet av
(sfariska koordinater r, 6, ¢)

!
F(r):rﬁ

dver ytan S som definieras av (Prolat sfiroid, halvaxlar 1,1,2)

2
5:{r:x2+y2+%:1,z>0}
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Losning |

Ytan S ar komplicerad att parameterframstalla, s& vi undersoker
om vi kan vélja annan yta for integration
Vi konstaterar:

» Vektorfaltet ar singulart i origo (maste undvikas)
» Berakna V - F i sfariska koordinater, r > 0

10 ,, 1 0 ,. 1 0Fy
V.F_rig(r r)+rsin9%(smel__e)+rsin987¢
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=g =0

AK, EIT




Losning

Vi sluter ytan S med en halvsfar S’ i 6vre halvrymden (Halvsfar i
6vre halvrymden)

S ={r:x*+y>’+22=1, z>0}

S

‘J‘,/

-

» Sluten yta: S; bestdende av S och S’ med normalriktningar
givna enligt figur
» V-F =0ivolymen V, som har S; som begrinsningsyta
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Losning 111

Tillampa Gauss sats pa volymen V som har S; som begrdnsningsyta

/[5+51F'd5://51':'d5:///v(v‘F)d5=0
= //SF-dS:—//IF.dS
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Losning |V

Vi berdknar enkelt normalytintegralen pd S’ (ytmatt
dS = —#r?sin0dode, r = 1)

w/2 27
// F-dS:—/ </ F-?rzsin0d¢>d0
! 0 0

/2 )
= —27r/ sin0df = 2« cos@\g/ =27
0

//F-d5:27r
S

Till slut
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Stokes sats

Lat S vara en (styckvis glatt) yta med randkurva L, och 3t
omloppsriktningen pa L vara relaterad till ytan S:s ytnormal i med
hogerregeln, samt A ett kontinueligt differentierbart vektorfilt pa S
(mer precist i en 6ppen omgivning som innehéller S och L)

" /A-dez//(VxA)-dS
L S

L
Galler for alla ytor S som har L som randkurva

Obs! Ytan S maste ha tvé sidor, jamfér Mobius-band
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Exempel

Berakna tangentlinjeintegralen [, F - d€ av vektorfiltet F givet av

(sfariska koordinater r, 6, ¢)
A r ~sing/2
Fr) = "2 sinh r/a rsin@

over kurvan L som definieras av skirningen mellan ytorna
(omloppsriktning moturs, sett projicerad i x-y-planet)

{ (x —1)>+y?> =4 cirkulsr cylinder (radie 2, axel parallell med 2)

rf:xz—i—yz:l/z
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Losning |

Kurvan L dr komplicerad att parameterframstilla, s& vi undersoker
om vi kan védlja annan integrationsvag
Vi konstaterar

» Vektorfiltet ar singulart langs z-axeln (m&ste undvikas)
» Berakna V x F i sfariska koordinater, r. > 0

N 1 0 OFg
VxFrrsin9<86(S|n9F¢) 5¢)
~1 1 ai 8(rF¢) Al (I’Fg) 6F,
o7 <sm9 96~ or ) ¢r< or 09

1 sing/2
_rrsin080( r )
A1/ 1 0 r sin /2
o7 (sinf)@gb (a2sinh r/a) ar ( sind >)

~1 0 r
_d);% (azsinhr/a> -
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Losning

Vi foérenklar integrationsvagen till en cirkel i x-y-planet
m.h.a. Stokes sats L' = {r: x> + y2 = b2,z = 0}

» Sluten kurva v bestdende av L, C, L' och C’' med givna
rikningar

» V x F =0 p& en begransningsyta S som har v som rand

AK, EIT



Losning [

Tillampa Stokes sats pa begransningsytan S som har v som rand

/F~d£://(V><F)~dS:0 = /F-dez_/F.dg
Y S L L

Tangentlinjeintegralerna langs C och C’ tar ut varann
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Losning |V

Vi berdknar tangentlinjeintegralen lings L’ (linjematt d€ = r.¢dg,
0 =m/2, r. = b)

0 R 27 2
/F.dzz/ F-b¢d¢:—/ Sin¢/2 ) 46
L o o rsinf

27
= —/ sin /2 d¢ = 2cos ¢/2|5" = —4
0

oberoende av b
Till slut

/F-dez—/ F.de—4
L L’
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Ovningar Gauss och Stokes satser

. Berdkna normalytintegralen [[c F - dS av vektorfiltet F

. Xz . yz
F(r) =
(I’) XX2+y2+yX2+y2

Sver ytan S, som &r den del av hyperboloiden S; = {r : x> + y? — 22 = 2%},
som begransas av omrddet mellan planen

So={r:z=-a}
Sz ={r:z=2a}

Ytnormalen &r riktad fran z-axeln.

. Berdkna tangentlinjeintegralen fL F - d£ av vektorfaltet F (sfariska koordinater

r7 07 ¢)

L /M\3 5 a
F-r () b (1 2)
a rsin@
Kurvan L definieras av skirningen mellan ytorna (omloppsriktning moturs, sett
projicerad i x-y-planet)

x2 4+ y2 = 42°% cirkulir cylinder (radie 2a, axel parallell med 2)
x> 4 (y+a)®>+22=09a%2z>0 halvsfir, radie 3a, centrum i (0, —a,0)
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Ovningar Gauss och Stokes satser — svar

1. 37ra?
2. bra
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Losningsskiss 1

Skriv om vektorfaltet m.h.a. enhetsvektorerna i cylinderkoordinater

s X ~ y re Z
F - = = —
(r) Z<XX2+y2 +yX2+y2> Zr2 rCrC

Berdkna divergensen av F i cylinderkoordinater. For r. > 0 giller

1 1 OF, F, 1
v-Fr) =22 () OFy ([ OF: 10

o T g ez T e D70
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Losningsskiss 1, forts.

Slut ytan S med de tre delarna
(0<b<a)

Sh={r:z=2ab<r <5a}
Sh={r:z=—ab<r. <2a}
Sy={r:—a<z<?2ar =b}

Normalytintegralen blir m.h.a. Gauss sats

//F-dS:—// F-dS:—// F-ds
S é+5§+54 Sa
2a 27rz 2a
:/ (/ r—fcd¢) dz:27r/ zdz = 372>
—a 0 [¢ —a
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Losningsskiss 2
galler

V x r

Berdkna rotationen av vektorfaltet i sfariska koordinater. Fér r. > 0
:r

1 0 0Fy
v (80 (sinfFy) —

%)
+é1< 1 OF,
r

356 - (5%

(I‘F¢) ~1
or ('b; or 00
L, 1 0
~rsing <80 <sm0< rsm0>>>
ot (183 .

r

o(r (1+
sinf 0¢

r5|n9)) _&1 87;
or r \ 00
_; cos 6 _ “E _ Fcosh — Osinh _ z
~rsinf ro re T
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Losningsskiss 2, forts.

Lat L’ beteckna kurvan

U'={r:x*+y*>=4a%z= -1}

och anvand Stokes sats p& den slutna kurvan L + C + L’ + C’, och
valj yta S som "mantelytan” med L, C, L' och C' som rander. P& S
arn=—r.

/ F.dez//(vXF)-ﬁdsz—/ Z pdS=0
L+CHL/+C’ S s fe
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Losningsskiss 2, forts.

Detta ger (linjeintegralerna langs C och C’ tar ut varann)

27
/F.de:—/ F.de:/ F - $2ade
L ! 0

:/027T (14—%) 2ad¢ = brma
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