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& x=r(t)

Virdemangden av en kontinuerlig vektorvard funktion r(t)
definierad pa ett intervall / C R kallas en kurva L i R3

x=r(t), tel

AK, EIT



Kurvor

& z—r(1)
Virdemangden av en kontinuerlig vektorvard funktion r(t)
definierad pa ett intervall / C R kallas en kurva L i R3

x=r(t), tel
En tangentvektor till kurvan L i punkten r(t) ges av

pon o or(t)
r'(t) = B (gron vektor)

Kurvan kallas glatt om r'(t) #0, t € /
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Ytor

AK, EIT

x=r(y),

Virdemangden av en kontinuerlig vektorvard funktion r(y)
definierad p& ett omrade D C R? kallas en yta S i R3
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Linjemé&tt (bagmatt)

Lat x = r(t), definierad pé ett intervall [a, b] C R, framstélla en
kurva L. Tangentvektorn 7 (enhetsvektor) ges av

F=7(t) = t € a, b

AK, EIT



Linjem3tt (bdgmatt)

Lat x = r(t), definierad pé ett intervall [a, b] C R, framstélla en
kurva L. Tangentvektorn 7 (enhetsvektor) ges av

F(t)

F=7(t) = t € a, b

REGH

Tva olika linjeméatt, d¢ och d¢, (skaldrvart respektive vektorvart)
forekommer, och ges av

dr(t)

dl =
dt

‘ dt = |r'(t)| dt

och

dr(t)
dt

de = dt = r'(t)dt = #(t) |/ (t)| dt = #(t) d¢

AK, EIT



Linjeintegraler |

Tre huvudtyper av linjeintegraler férekommer i kursen

1. Skalarvard linjeintegral

b
/Lde:/a F(r(9) | (1)] dt

2. Vektorvard linjeintegral

/fde_/ f(r(t))r'(t)dt
/LAow_/a A(r(t) |r ()| de

/LA x de = /ab A(r(t)) x r'(t)dt

AK, EIT



Linjeintegraler Il

3. Tangentlineintegral, skaldrvird

/LA-dE:/LA-v“-dE:/abA(r(t))-r’(t)dt

AK, EIT



Nagra vanliga

linjematt

Cylindriska koordinater

| &
de=%dz

\ dl=r. dop

A
de=r.dr,

z r
;éz
] Te
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Nagra vanliga linjematt

Cylindriska koordinater Sfiriska koordinater

- de=7d
. =rdr R
dl-\zdz \\ de=rsind ¢ do
\\ de=r.¢ do
\ ~ de=r0df
de=r.dr, T
P r
0 7
;éz ‘éQ
6 ¢
& é
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Ytor och normalvektorer

Lat x = r(y) = r(u, v), definierad p& ett omrade

(u,v) € D = [a,b] x [c,d] C R?, framstilla en yta S.

AK, EIT




Ytor och normalvektorer

Lat x = r(y) = r(u, v), definierad p& ett omrade
(u,v) € D = [a,b] x [c,d] C R?, framstilla en yta S.
Tva tangentvektorer u och v till ytan kan definieras

ro(u,v) = %, ry(u,v) = %, (u,v) € [a, b]x[c, d]

u]
2]
I
i
!
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Ytor och normalvektorer

Lat x = r(y) = r(u, v), definierad p& ett omrade
(u,v) € D = [a, b] x [c,d] C R?, framstilla en yta S.
Tva tangentvektorer u och v till ytan kan definieras

ro(u,v) = %, ry(u,v) = %, (u,v) € [a, b]x[c, d]

En ytnormal A (enhetsvektor) ges av

o - ru(“? V) X rV(U, V)
f(u,v) = |ru(u,v) x ry(u, V)|’

(u,v) € [a, b] X [c,d]

= =

AK, EIT




AK, EIT

Ytmatt

&

forekommer, och ges av

och

Tvé olika ytmétt, dS och dS, (skalarvért respektive vektorvart)
=n(u,v)dS

dS = |ry(u,v) x ry(u,v)| dudv

dS =ry(u,v) x ry(u,v)dudv = a(u, v)|r,(u,v) x r,(u,v)| dudv




Ytintegraler |

Tre huvudtyper av ytintegraler forekommer i kursen

1. Skaldrvard ytintegral

// fds = // (u,v))|ru(u,v) x ry(u,v)| dudv
:/a (/C f(r(u,v))|ru(u,v) x ry(u,v)| dv) du

AK, EIT



Ytintegraler |l

2. Vektorvard ytintegral

//de // fAdS = // Nro(u,v) x r,(u, v)dudv

// (u, v) |ru(u, v) x ro(u,v)| dudv

_ / ( / F(r (0, ), v) [, v) % 7 (V) dV> du

AK, EIT



Ytintegraler Il

2. Vektorvard ytintegral

//Sde://S fhdS://D f(r(u,v))ru(u,v) x r,(u,v)dudv

- //D f(r(u,v))a(u,v)|ru(u,v) x r,(u,v)| dudv

[ ([ et it g <o) a

//AdS // ,v) x ry(u,v)| dudv
:/a (/ A(r(u,v)) |ro(u, )xr(u,v)|dv> du

AAAAAA



Ytintegraler IlI

3. Normalytintegral, skaldrvard

//SA-dS://SA-ﬁdS

://DA(r(u, V) - B(u, v) [rolu, v) X Fyo(u, v)] dudv

AK, EIT



N&gra vanliga ytméatt

Cylindriska koordinater

dS= ¢ dzdr,

- dS=rrdodz

/ i As=zrdrds

AK, EIT



N&gra vanliga ytméatt

Cylindriska koordinater

é; Sfiriska koordinater
€3
dS=¢ dzdr,
Te

e dS=frndpdz

0 T dS=#7r2sinfdfdeo
- éz ~
‘62
dS=z7.dr.d¢
o
s [
e - Ytterligare tva ytmatt forekommer
1

AK, EIT



Andra vanliga ytmétt |

Lat ytan S framstéllas av z = f(x,y) (x och y parametrar)
Ortsvektorn till ytan ges av r(x,y) = (x,y, f(x,y)) och normalen
av (vdand mot positiva z-varden)

rx(XaY) X ry(X>Y) = (1707 &) X (07 L, f}/) = (_fX’ _fw 1)

Ytnormalen

~—~~

A(,y) = ) xryay) (T b 1)
R R RN

Ytmattet blir

dS =r.(x,y) x ry(x,y)dxdy =

AK, EIT



Andra vanliga ytmatt Il

Lat ytan S framstéllas av f(x) = konstant
Ytnormalen till ytan ges av

Alx) = ir;{g;\
vilket ger ) A Vi(x) -2
Ax) 2 =750
och fa(x,y) Vf(x)
re(x,y) X ry(x,y) = a(x,y)- 2| |VF(x)- 2|

Ytmattet blir

Vif(x)

dS =ru(x,) x 1y (x,y) dxdy = 1 O

AK, EIT



Ytintegraler

De aktuella ytintegralerna framstills ((x,y) € D C R?)

Jleres =[], e dXdy|
[[ris= [ Xy|n )y
Jfaes = [, A f,ix;i; Z
Jf-05 = [l At men el

AK, EIT




Volymer

Lat x = r(y) = r(u, v, w), definierad p4 ett omrade

(u,v,w) € D = [a, b] x [c,d] x [e, f] C R3, framstilla en volym V
Funktionaldeterminanten (Jacobianen) ges av

Pa Ox Ox
Ou Ov Ow
o (or ory__or _|ow o ou
du \ov = ow) 9(uv,w) |du v Ow
O3 Oxs Ox3
ou Ov Ow

AK, EIT




Volymsmatt

Volymsma3ttet ges av

dy or <8r or or

= % . a X 8W> dudvdw = W dudvdw

AK, EIT



Volymsintegraler

Tva typer av volymsintegraler forekommer i kursen

1. Skaladrvard volymsintegral

R e ——

2. Vektorvard volymsintegral

/// Adv = /// (u,v,w) (u’a‘/, ) dudvdw

AK, EIT



Nagra vanliga volymsmatt

Cylinderkoordinater dv = r.dr.d¢dz
Sfiriska koordinater dv = r?sin fdrdfde

AK, EIT



Ovningar integraler

. Berdkna den vektorvarda integralen [ 6 dS dver en sfir med

radien a som &r centrerad i origo

. Problem 1.29 (1.28 i 3e upplagan) i Griffiths (line integral =

tangentlinjeintegral)

Lat A =(18z,—12,3y) och I&t ytan S definieras av planet
{(x,y,2z) : x>0,y >0,z>0,2x + 3y + 6z = 12}. Normalen
pekar frén origo. Berdkna normalytintegralen.

Lat A(x) = zX + xy + yz och |4t kurvan L definieras av
skdrningen mellan ytorna 1 : {(x,y,z) : x2 + y?> + 22 = 1}
och S : {(x,y,z) : x =y}. Berdkna [, A x de.

Problem 1.31 (1.30 i 3e) i Griffiths

AK, EIT




Ovningar integraler — svar

1. —2m22°
2. 2.a 4/3

b 4/3

2.c 4/3

2d 0
3. 24
4.+ (-1,0,1)
: \/§ ) )
5. 1/60

AK, EIT




Losningsskiss 1

Utnyttja sambandet @ = % cos f cos ¢ + § cos 'sin ¢ — 2sin 0 for att
kunna utféra integration i ett fixt koordinatsystem.

Sfirens ytmatt uttryckt i sfariska koordinater dr dS = a2 sin §dfde.
Vi far

™ 2
//9d5 :/ </ (X cosf cos ¢ + y cosfsin¢ — zsinb) azsinqub) de
s 0 0
=- 2271'32/ sin0df = —27°a°
0
dar vi anvant

s

/sinzedﬁ—l/ (1 —cos20) df =
0 2 Jo 2

och

/027rc05¢d¢: /027rsin<bd<b:0

AK, EIT



Losningsskiss 2, a & b

v =x°%+2yzy + y%2

1
/v de / v(x,0,0) - )?dx—i-/ v(l,y,0)-ydy
L 0

1 1 1 1 4
+/v112 z:/xzdx+/ dz==-+4+1=<
0 0 0 3 3

1
/v de / v(0,0,z) - 2dz+/ v(0,y,1) - ydy
L 0

1 1 1 1 4
+/ v(x,1,1) xdx_/2ydy+/ XPdx =142 =-
0 0 0 3 3

AK, EIT



Losningsskiss 2, ¢ & d

c. Parameterframstallning av kurvan r(t) = t(X +y + 2),
t €[0,1]

1 1
4
/v-ow:/ v(t,t,t)-r’(t)dt:/ t2+2t2+t2dt:§
L 0

0

d. Subtraktion av resultaten i a & b eller anvand att V x v = 0.

AK, EIT



Losningsskiss 3

A(r) =18zx — 12y + 3yz
och parameterframstall ytan med x och y som parametrar
D={(x,y): x>0,y >0,2x + 3y < 12} och
z="f(x,y)=2-x/3-y/2

Ytmattet blir

dS = r.(x,y) x ry(x,y)dxdy = (1/3,1/2,1) dxdy

AK, EIT



Losningsskiss 3, forts.

// -dS = //(182 —12,3y) - (1/3,1/2, 1)dxdy
4-2x/3
=/0 (/0 (62— x/3—y/2) - 6+3y)dy>dx

_ /0 i ( /0 6 2x)dy> dx

_ /6(4 — 2x/3)(6 — 2x)dx = 24
0

AK, EIT



Losningsskiss 4

A(r) = (z,x,y)

och kurvan L &r en storcirkel pad enhetscirkeln som
parameterframstalls genom (tecken beroende pa omloppsriktning)
r(0) = (\f sin6, \[ sin@,cosf), dir 6 € [0,27). Linjemé&ttet blir

dr(9) 1 1 .
df = +(—= cos ), — cos 6, —sin #)df
a6 (70 5 )
27 1 1
./A>< d[:i/ (z,x,y)x(ﬁcos&ﬁcos&fsinQ)dQ

1 1
= j:/ (cos 6, 5|n 0, sin @) X (—= cos @, — cos 6, —sin 0) df
f VR
1

i/ﬂ( '91'9 0,2 6in0cos0, = cos?0 — ~sin0 0)do
= — ——= SsIn — — sin cos — sin cos ——= COs — — sin cos
o V2 2 2 V2 2

dé¢ =+

AK, EIT



Losningsskiss 4, forts.

Med hjilp av [ sin?df = [>™ cos?#df = 7 och
f027r sinf cosdf = 0 far vi
1

1 T
/LA <l = +(-2m0.Jom) = £05(-10.1)

AK, EIT



Losningsskiss 5

P& hojden z € [0, 1] integrera i x och y Gver triangeln med horn i
(1-2,0,2), (0,1 —z,2z) och (0,0, z), foljt av en integration i z

///‘/Tdv:/ol (/0172 (/oszyzde) dy)dz:/ol (/oliz(l—z—y)zzdy) dz

1 1 1 1/1 1 2 1
:/ ((1_2)2_7(1_Z)Z>22dz:7/(1_22)2d2:7<,+,_,>:7
Jo 2 2 Jo 2 \3 5 4 60

AK, EIT
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