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Introduktion

Detta héfte ar riktat till studenter pa Pi-programmet pa Lunds universitet
och bestar av foljande avsnitt:

1. Grundldggande begrepp: Potential, spanning, strom och Kirchhoffs
lagar.

2. Samband mellan spanningar och strommar for olika komponenter.
Spéannings- och stromkaéllor.

3. Analys av kretsar.

4. Kretsar som realiserar linjara ordinara differentialekvationer med kon-
stanta koefficienter.

5. AC (alternating current, véxelstrom): Kretsar med tidsharmoniska
spanningar och strommar.

1 Grundlaggande begrepp

1.1 Elektrisk krets

Elektrisk kretsar bestar av komponenter som dr sammankopplade med elek-
triska ledningar. Komponenterna kan vara aktiva, sasom spannings- och
stromkaéllor, eller passiva, sasom motstand, kondensatorer och spolar. Ak-
tiv komponenter kan, till skillnad fran passiva komponenter, tillféra energi
till kretsen. I analysen av en krets antas alla ledningar vara resistanslosa.
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Figur 1: En krets med spénningskélla med spénning v(t), stromkélla med strom
i(t) samt motstand R, spole L och kondensator C'.

1.2 Potential och jord

Potentialen V i en punkt definieras av att en testladdning ¢ som
placeras i punkten far den elektriska energin W = ¢V
Jord=potentialen noll.




Den elektriska energin liknar den potentiella energin i mekaniken. En massa
m har den potentiella energin mgh, dar h ar hojden relativt en referens, t.ex.
havsytans niva, eller golvet i ett rum. P& samma sétt relaterar vi potentialen
till nollpotentialen, vilken bendmns jord. Det ar viktigt att elektriska system
har en gemensam jord.

1.3 Spanning

Spéanning=potentialskillnad.

Enheten for spinning ar volt V. Spanningen betecknas v(t) om den ar tids-
beroende och V' om den &r likspanning eller en komplex spanning (se nedan).
Spanning och potential brukar numera ha samma beteckning.

Exempel 1
Spanningen i ett ficklampsbatteri dr 1.5 V. Det betyder att skillnaden i potential
mellan polerna #r 1.5 V. il
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Figur 2: Vigguttag.

Exempel 2
Spanningen i ett vanligt vigguttag ar 230 V. Det ena halet &r den neutrala ledaren
med potentialen noll och det andra &r fasen med potentialen

v(t) = 230v/2 cos(wt) V, (1)

dér w = 27 f &r vinkelfrekvensen och f = 50 Hz r frekvensen. Faktorn v/2 kommer
av att 230 V ar effektivvardet, eller rms vardet for spanningen, d.v.s.
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1.4 Strom

Strémmen ar den laddning per tidsenhet som passerar genom en ledning.
Den betecknas i(t) om den ar tidsberoende och I om den &r en likstrom eller
en komplex strom (se nedan). Enheten for strom dr ampere (A).

1.5 DC, AC och transienter

DC star for direct current, likstrom pa svenska. Det betyder att spanningar
och strommar ar konstanta i tiden.

AC star for alternating current, véxelstrom pa svenska, och vanligtvis
betecknar det spanningar och strommar som varierar sinusformat i tiden
(tidsharmoniska signaler). En tidsharmonisk spanning ges av

v(t) = Vo sin(wt + ), (3)

dér Vp ar amplituden, w = 27 f &r vinkelfrekvensen och « &r fasvinkeln.

Spanningar och strommar som varierar snabbt under en kort tid for att
sedan do ut kallas transienter. Ett exempel ar spanningen 6ver en konden-
sator som vid tiden ¢t = 0 borjar laddas ur genom en resistans. Konden-
satorns spénningen ar da

o(t) = Vie 7, (4)

dér V; ar den spénning kondensatorn var uppladdad till vid ¢ = 0 och 7 &r
tidskonstanten. Vi skall senare se att 7 = RC dar R ar resistansen och C
kondensatorns kapacitans.

1.6 Kirchhoffs lagar

For att matematiskt analysera kretsar beh6vs Kirchhoffs lagar och samban-
den mellan spanning och strom fér de komponenter som ingar i kretsarna.

Kirchhoffs spanningslag: Summan av alla potentialférandringar nér
man gar fran en punkt i en krets genom en sluten slinga och tillbaka till
den punkt man boérjade ar noll.

Det ar helt analogt med att summan av alla &ndringar i potentiell energi
for en person som startar i en punkt, gar ett varv langs en sluten slinga och
kommer tillbaks till utgangspunkten ar noll.

Lagen ovan ar ekvivalent med Vx E = Qeller § E-dl = Vi +Vo+... =0
fran EMFT-kursen!



Kirchhoffs stromlag: T en knutpunkt (en punkt som sammanbinder
fler &n tva ledningar) i en krets kommer det in lika mycket strom som
det gar ut.

En analogi ar strommande vatten. I en koppling med tre vattenror maste
det floda in lika mycket vatten som det flodar ut.

Lagen ovan ar ekvivalent med kontinuitetsekvationen V - J = 0 fran
EMFT-kursen!

Exempel 3
Kirchhoffs lagar tillampade pa kretsen i figur 3 ger

Figur 3: Kirchhoffs lagar.

Vg = V1 + V2 (5)

i1 = ig + i3.

Det r viktigt med referensriktningen for strommen (pilens riktning) och polariteten
for spanningarna (+ och - tecknens placering). Andrar vi referensriktning eller po-
laritet maste vi byta tecken for motsvarande strém eller spanning i Kirchhoffs lagar.

Konvention: Strommen gar fran — till + i aktiva element som spéanningskéllan,
medan den gar fran + till — i passiva element som motstanden, som forbrukar
energi. i

2 Samband mellan v och i

Vi behandlar hér sambanden mellan spanning och strom for resistorn, kon-
densatorn och spolen. Utover dessa tre komponenter ar dioden och transis-
torn mycket vanliga komponenter i kretsar. En diod ar en likriktare, den
slapper igenom strom at ena hallet, men stoppar den at andra hallet. En
transistor anvands i analoga kretsar som forstérkare och i digitala kretsar
som switch (en styrspanning kan fa transistorn att ga fran att vara korsluten
till att vara ett avbrott). Vi behandlar inte dioden och transistorn hér.



2.1 Resistorn

For resistorn géiller Ohms lag

Figur 4: Symbolen f6r en resistans R. Strémmen gar in vid + och ut vid -.

v(t) = Ri(t), (6)
dar R ar resistansen, v ar spanningen 6ver resistorn och ¢ ar strommen genom
resistorn. Det &ar viktigt med referensriktningen pa strommen. Strommen
skall ga in vid + och ut vid —. Skulle den ga at andra hallet maste vi
kompensera med ett minustecken i Ohms lag. Resistans méts i ohm (12)
vilket &r detsamma som V/A.

2.2 Kondensatorn

Figur 5: Symbolen for en kondensator C. Strémmen gar in vid + och ut vid -.

En kondensator bestar av tva ledande plattor separerade med ett isolerande
skikt. Kapacitansen C' for en kondensator anger dess formaga att lagra
laddningar vid en viss spanning. Sambandet ar

q(t) = Cu(t), (7)

dér ¢ ar laddningen pa den positiva plattan och —g laddningen pa den
negativa plattan (totala laddningen pa kondensatorn &r noll). Sambandet
sdger alltsa hur mycket laddning g som kan laddas upp for ett givet v(t), och
det beror pa egenskapen C, materialets kapacitet att lagra upp laddningar.

Enheten for kapacitans ar farad (F). Eftersom strém &r laddning per
tidsenhet kan vi derivera (7) och fa

it) === (8)

Integration fran tiden O till £ ger sambandet
1 t
o(t) — v(0) = = / i)y dr. (9)
¢ Jo
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Relation (8) ar mer praktisk att anvénda i berédkningar &n (9), som innehaller
en integral.

Exempel 4

Figur 6: Kondensatorn C' laddas ur genom resistansen R.
Antag att en kondensator &r uppladdad till spadnningen Vy. Vid tiden t = 0
kopplas en resistans R in i serie med kondensatorn, enligt figur 6. Det ger
ve(t) = —Ri(t), (10)

dér minustecknet ar en konekvens av att strommen gar in vid - och ut vid + pa
motstandet. Insittning av (7) ger differentialekvationen for kondensatorspanningen

dvc(t) 1 B
’UC(O) = V().

Ekvationen med begynnelsevillkoret har en entydig 16sning for ¢t > 0. Standardme-
toder for ordinéra differentialekvationer (t.e.x. integrerande faktor) ger

ve(t) = Voe /T £ >0 (12)
dar 7 = RC =tidskonstanten. l

2.3 Induktorn (spolen)

En induktor bestar oftast av en spole av isolerad metalltrad. Induktansen
for en slinga med ett varv och strom () dr definerad av

B(t) = Li(t), (13)

dir @ ar det magnetiska flodet genom slingan. Induktansen L ar alltsa ett
matt pa magnetiersingsférméagan i materialet, och séger hur stort magnetiskt
flode ® man kan fa for en given strom i(t) genom slingan. SpaAnningen som
induceras 6ver en spole ges av induktionslagen:

di(t)

dt

Observera att strommen gar in vid + och ut vid -. Byter vi referensrik-
tning pa strommen maste det kompenseras med ett minustecken i (14).

v(t)=L

(14)



Figur 7: Symbolen for en induktans L. Strommen gar in vid + och ut vid -.

2.4 Spanningskallor

Spanningen for en ideal spanningskélla ar oberoende av kretsen som ar
inkopplad till kallan. I figuren 8 visas tva symboler for spanningskallor.
Den vénstra anger att den &r en likspanningskéalla medan den mittersta
anvands for spanningskallor med tidsberoende spanningar.
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1
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Figur 8: Symboler for en spanningskélla. Den vanstra anvands for likspanningar,
den mittersta for godtyckliga tidsberoenden. Den hogra kretsen ar en modell for
en verklig spanningskélla. Resistansen R; ar killans inre resistans.

De spanningskallor vi anvander i vardagen ar inte ideala. De kan inte
leverera samma spanning oavsett vilken krets man kopplar in. Kopplar vi
en tillrackligt liten resistans kommer spénningen fran kéallan att sjunka. Den
hogra kretsen i figur 8 ar kretsmodellen for en verklig spanningskélla. Den
bestar av en ideal spanningskélla med spanning vs i serie med en resistans
R;, som kallas for kallans inre resistans. Bade R; och vg har konstanta varden
oavsett vad vi kopplar in till kallan.

Den inre resistansen ar ett kvalitetsmatt for batterier. En lag inre resis-
tans gor att inte lika mycket effekt forbrukas inne i batteriet, utan istéllet
kan levereras till kretsen. Den inre resistansen for ett 1.5 V ficklampsbatteri
ar 2-3 2 medan ett bilbatteri har en inre resistans av omkring 0.01 .

2.5 Stromkallor

Strémmen for en ideal stromkélla &r oberoende av kretsen som &r kopplad
till kéllan. Stromkallor ar betydligt mer ovanliga dn spénningskéllor och de
anvinds framforallt i modeller for vissa kretselement, sasom transistorer.

Figuren visar kretsmodellen for ideal och en verklig stromkélla. Den
verkliga stromkallan bestar av en ideal stromkalla parallellkopplad med en
inre resistans.



i) i) (4) Ry

Figur 9: Den véanstra figuren visar en ideal stromkailla och den hogra modellen
for en verklig stromkélla. Resistansen R; &r kéllans inre resistans.

3 Analys av kretsar

Det finns systematiska sétt att analysera linjara kretsar med godtyckligt
antal komponenter och kallor. Den vanligaste metoden dr nodanalys som
bygger pa Kirchhoffs strémlag. Den intresserade kan lasa kan ldsa om denna
pa en lank som laggs pa kursens hemsida. Mindre kretsar med ett fatal kom-
ponenter kan analyseras med parallell- och seriekoppling, spanningsdelning
och stromgrening. Héar ger vi nagra enkla exempel:

Exempel 5
+ v -
i T YUo- + V2 -
—{ +—{ }—
Rl R2

Figur 10: Tva seriekopplade resistanser. Totala resistansen ar R; + Ra.

Figuren visar tva seriekopplade resistanser. Spénningen Over reistanserna &r
v = Ryi + Roi = (R + R2)i. Den totala resistansen &r alltsa Riot = Ry + Ra vid
seriekoppling. l

Exempel 6

Figuren visar tva parallellkopplade resistanser. Strommen in ar ¢ = 47 + is =

1 1 1
= — + —. Oftast
Ry 1 Ry

v v 1 n 1 Total st s alltss
— + — =wv | —=— + — |. Totala resistansen ar alltsa
R, R, Ri  Ro

skrivs detta
Riot = ————. (15)
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Figur 11: Tva parallellkopplade resistanser. Totala resistansen ar %

Exempel 7
For tva parallellkopplade kondensatorer Cy och Cy, géller ocksa att i = i1 +i5. Da
kan man genom att anviinda sambandet (8) finna den totala kapacitansen C enligt

du(t) do(t) . do(t)
a % T

i=141+1=0C4 (16)

Det ses enkelt att
C=0C+0Cy (17)

d.v.s. tvértemot fallet med resistanser. Seriekoppling av kondensatorer a andra
sidan, innebér att v = vy + v, och da far vi

do(t) doui(t) = dus(t) 1. 1. 1.
at @ TTa T ate'te (18)
eller 1 1 1 o
= — =00 = 12 . 19
cC 1 Oy C1+ Cy (19)
Det blir alltsa tvirtemot fallet med resistanser. l
Exempel 8
R, Ry
L+
+ /Ul - =+ /U 9 -
7
&
v
Figur 12: Spinningen v delas up i v1 och vs.
Spanningen O6ver Ry fas som v; = Ryt = RlL. Det géller alltsa att
R+ Ry
Ry
=y 20
TR TR, (20)
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Formeln kallas spanningsdelningsformeln.

[ |
Exempel 9
+ 21 12
is(H) v ||R, ||R
Figur 13: Strommen ig delas up i i1 och is.
. ) v R Ry i
Strommen genom R; ges av i3 = — dar v = —————v. Det ger stromgren-
g 18 Vo1 R, Ry + Ry g g
ingsformeln i; = iz [ |
1 Rl +R2 S
Exempel 10
t=0 C
+ -
Ve (1)
W R

Figur 14: Uppladdning av kondensator.

Kondensatorn ar oladdad vid ¢ = 0. Da kontakten sluts laddas den upp. For
t > 0 galler

Vo = uelt) + Ri(t) (21)
dar i(t) = C d%p Det ger foljande problem for ¢ > 0
dve(t) 1 1
— w(t) = ==V
a T rev® = je" (22)
v:(0) = 0.

Standardmetoder for ordinéra differentialekvationer (t.ex. integrerande faktor) ger
16sningen for ¢ > 0

ve(t) = Vo (1 - e—t/f) , (23)
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dér 7 = RC =tidkonstanten. Som synes ar spanningen 6ver kondensatorn kontin-
uerlig vid ¢ = 0 medan strémmen &ar diskontinuerlig

0 t<0
it)=1q . dvc(t) Vo _, (24)
¢ = —e /T
C I e t>0.
[ |
Exempel 11
t=0
i) ¢ L
Y'Y
+ -
y(t)

Figur 15: Inkoppling av spole.

Spolen ar stromlos vid ¢ = 0. Kontakten sluts vid ¢ = 0 och for ¢ > 0 géller

. di(t)
Vo=Ri+ L
T (25)
1(0) = 0.
Losningen ar
i) = 21—, (26)
diar 7 = L/R = tidskonstanten. For ¢ > 0 ar spanningen &ver spolen
di(t
o(t) =L ;(t) = Vpe t/™. (27)

Som synes gor spanningen ett hopp vid ¢ = 0 medan strémmen &r kontinuerlig. Wl

4 Linjara ordinara differentialekvationer med kon-
stanta koefficienter

Resistorn ger proportionalitet mellan spanning och strém, spolen mellan
spanning och derivatan av strommen och kondensatorn mellan spanning
och integralen av strommen. Med spinnings- och stromkaéllor, resistanser,
induktanser och kondensatorer kan vi ddrmed bygga elektriska kretsar som
realiserar godtyckliga linjdra ordinédra differentialekvationer med konstanta
koefficienter.
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Exempel 12
Den ordinara differentialekvationen

y'(t) + ay'(t) + By(t) = f(t), (28)

med kélltermen f(t), realiseras av en serieresonanskrets, eller en parallellresonan-
skrets, se figur 16.

U8 i
—_

+

vy () = eo®w=—c ||lr 3

Figur 16: Serie- och parallellresonanskrets.

For serieresonanskretsen &dr strommen i(t) den s6kta funktionen. Kirchhoffs
spanningslag ger
di(t)
dt

dvc(t
Derivering och relationen i(t) = C %() leder till

vs(t) =L + Ri(t) + vc(t). (29)

'(t) + ad'(t) + Bi(t) = f(t), (30)

dar o« = R/L, 8 =1/(LC) och f(t) =v.(t)/L.
For parallellresonanskretsen later vi spanningen v(t) vara den sokta funktionen.
Kirchhoffs stromlag ger

is(t) = Cdzgf) + %v(t) +ar(t). (31)
Derivering och relationen v(t) = LdiL(t) leder till
v (t) + av'(t) + Bu(t) = (D), (32)

dir a = 1/(RC), B =1/(LC) och f(t) =i'(t)/C. I

5 Tidsharmoniska signaler
Tidsharmoniska signaler har tidsberoenden
v(t) = Vp cos(wt + «), (33)

dér Vp ar toppvérdet (amplituden), w &r vinkelfrekvensen och « &r fasvinkeln.
Tidsharmoniska strommar brukar kallas AC (“alternating current”). Vad ar
férdelarna med AC-strém, jamfort med DC-strém?

12



e AC-strom mojliggdr, genom induktionslagen, transformering fran hogre
till lagre spanningar.

e Detta gor att AC-strom kan 6verforas pa betydligt langre avstand an
DC-strom, vilket ar kritiskt vid overforing 6ver langa avstand (blir
mindre forluster).

e Strom genereras i kraftverk ofta genom roterande anordningar, vilka
ar naturligt tidsharmoniska.

Vid analys av tidsharmoniska system antar man att kéllorna varit paslagna
under sapass lang tid att alla transienter (se exemplen i foregaende avsnitt)
dott ut. Vi tar ett enkelt exempel:

t=0 C

x ||
LI
Ue(t)
W cos(ot) C) R |:|

Figur 17: Tidsharmonisk kélla kopplas in vid ¢t = 0.

Antag att spanningskéllan ger spanningen vs(t) = Vj cos(wt). Bestdm
spanningen v, (t) 6ver kondensatorn for ¢ > 0.
Kirchhoffs spanningslag ger

vs(t) = Ri(t) + ve(t). (34)
.. . . dve .. . .
Strommen ges, enligt (9) av i = C e Det ger en ordinar differentialekva-
tion for v,
duc(t
RC ”df ) 4 velt) = Vo cos(wt). (35)

Vi kan 16sa denna ekvation entydigt for ¢ > tg om vi far ett begynnelsevarde
for ve(t) for nagon tid tg. Den allminna losningen m.h.a. metoder fran
Analys 1 skrivs v¢(t) = Vpart (t) + Vhom (t), d&r vpare(t) r partikulérlosningen
som tar hand om kélltermen, medan vhom(t) &r den homogena lésningen
som ser till att begynnelsevillkoret &r uppfyllt. De homogena l6sningen
ar, om vi véaljer enklast mojliga partikularlosning, en transient som dor
ut exponentiellt. Vi ar oftast inte intresserade av denna utan malet &ar
den tidsharmoniska delen av 16sningen, d.v.s. partikuldrlosningen. Med jw-
metoden, som beskrivs nedan, kan partikularlésningen bestammas utan att
behova stalla upp differentialekvationen.

13



5.1 jw-metoden

jw-metoden anvander sig av komplexa spanningar och strommar. I princip
ar det samma metod som &r kdnd fran matematiken nar kalltermen ar en
sinusformad funktion. Dé&r ansétts en partikulérlosning med sinusformat
tidsberoende enligt

ve(t) = Re{V.e'}, (36)
dar V; ar ett komplext tal (en komplex spanning). Inséttning i (35) ger

Re{ RCjwVee*} + Re{V.e'} = Re{Vpe'}. (37)
Denna kan skrivas
Re{(RCjwV, + Ve — Vp)el*'} = 0. (38)
Ekvationen ar uppfylld om
RCjwV. + Ve — Vo = 0. (39)

Det ger den komplexa spanningen

Vo Vo _jarctan(wRC
V. = — jarctan(wRC) 40
1+ jwRC /T + @RO?. ! (40)

dér vi anvént Eulers formel. Enligt (36) &r motsvarande tidsberoende spénning

Vo
V1+ (wRC)?

Detta kan snabbas upp genom att direkt inflora komplexa spanningar
och strommar V = |V]e@8V och I = |I|¢*8/. Sambanden mellan de kom-
plexa spanningarna och strommarna kan for varje komponent, eller fér sam-
mankopplade komponenter, alltid skrivas

ve(t) = cos(wt — arctan(wRC)). (41)

V=271, (42)

dir Z = R+jX &r impedansen (R kallas resistansen och X reaktansen). Det
ar enkelt att se att en induktans har impedansen jwL, en kondensator har

1
impedansen —— och en resistans har impedansen R. Man ritar upp kret-
jw
sen med de komplexa spanningarna och strommarna och med impedanserna
for varje kretskomponent. Kretsen analyseras sedan pa exakt samma satt
som de resistiva kretsarna, d.v.s, alla komponenter kan betraktas som ”resis-
tanser” och man slipper hantera de differentialekvationer som annars skulle

uppstatt. Har ges nagra exempel:
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Exempel 13

Figur 18: Tidsharmonisk krets i tidsplanet.

Vi bestammer v.(t) for RC-kretsen i figur 18. Infér den komplexa spannin-
gen Vy = Vj for spanningen vs(t) = Vp cos(wt), den komplexa spanning V. over

kondensatorn och impedanserna el for kondensatorn och R for resistansen. Det
w

transformerar kretsen till frekvensplanet, se figur 19. Den komplexa V. ges av

_1
joC

=
]
| I

%)

Figur 19: Tidsharmonisk krets i frekvensplanet.

spanningsdelningsformeln, se (20):

1
jwc 1 1 —jarctan(wRC)
Ve=Vy————— =W - =W J . 43
0R+ 1 °1+jwrC ~ ° 1+(wRC)2€ (43)
jwC

Den tidsberoende spéanningen &r, enligt transformen (36),

: 1
vo(t) = Re{ Ve = Vj——— cos(wt — arctan(wRC)). 44
(t) { F=W e ( (wWRC)) (44)
Spéanningen Over kondensatorn ar alltsa dampad med faktorn —— och

V1+ (wRC)

fasforskjuten vinkeln arctan(wRC') jamfort med spanningen éver killan. Nar w — 0
blir kondenstorn ett avbrott (odndlig impedans, som att ledningen &r bruten) och
Ve(t) = vg(t). Nér w — oo blir kondensatorn kortsluten (noll impedans, stréommen
passerar forbi som om det inte varit nagot dér) och v.(t) = 0.
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Pa samma sétt kan vi fa ut spdnningen 6ver resistensen. Den blir

vr(t) =V __whC cos(wt + 7/2 — arctan(wRC)).

"I+ (WRC)?

16

(45)



