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Kurvor

€3

Virdeméngden av en kontinuerlig vektorvard funktion r(t)
definierad p3 ett intervall / C R kallas en kurva L i R3

x=r(t), tel
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Kurvor

€3

Virdeméngden av en kontinuerlig vektorvard funktion r(t)
definierad p3 ett intervall / C R kallas en kurva L i R3

x=r(t), tel
En tangentvektor till kurvan L i punkten r(t) ges av

dr(t)
/

t) =
r)="5
Kurvan kallas glatt om r'(t) #0, t € /

(gron vektor)

MD, EIT




Linjematt (bdgmatt)

Lat x = r(t), definierad p& ett intervall [a, b] C R, framstilla en
kurva L. Tangentvektorn 7 (enhetsvektor) ges av

F=2(t)= L t € [a, b]
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Linjematt (bdgmatt)

Lat x = r(t), definierad p& ett intervall [a, b] C R, framstilla en
kurva L. Tangentvektorn 7 (enhetsvektor) ges av

r(t)

F=7(t) = t € a, b

REGH

Tva olika linjemé&tt, d¢ och d#, (skaldrvart respektive vektorvart)
forekommer, och ges av

dr(t)

dl =
dt

‘ de = |r'(t)| dt

och

dr(t)
dt

de = dt = r'(t)dt = #(t) |F/(t)| dt = #(¢) d¢
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Linjeintegraler |

Tre huvudtyper av linjeintegraler férekommer i kursen

1. Tangentlinjeintegral, skalarvard

/LA~d£:/LA-+d£:/abA(r(t))-r'(t)dt

2. Skalarvard linjeintegral

b
/Lfcw:/a F(r(8) |F(8)] dt
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Linjeintegraler Il

3. Vektorvard linjeintegral

/fdlf /f(r r'(t)dt

/LAde—/aA( )|r'(1)] de
/LA « dﬁ—/abA(r(t)) « F(t)dt
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Nagra vanliga

linjematt

Cylindriska koordinater

) &
dé=2dz

\ de=r,¢ d¢

Al
de=#.dr,

z r
;é2
[ Te

=
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Nagra vanliga linjematt

\ é3

Cylindriska koordinater

| &

Sfériska koordinater

. de=rdr N
dlf zdz ) \ _— de=rsind ¢ do
: _ de=r.¢ do /
NN S -~ dl=r8do
—— =, dr, r
P r
9 T
;é2 ‘éz
6 ¢

=

e

dl = drepe + redpd+dz2 (cylindriska)

Al =dr# +rd60 + rsin6dg ¢ (sfiriska)
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Samband mellan basvektorer |

Allmana samband for basvektorer:

or or or
~ _ Ou & Ov ~ _ Ow
o VT e YT e
u ov ow

Exempel: Givet ortsvektorn i sfariska koordinater

X rsinfcos ¢
r=\|y| =] rsinfsing
z rcosf

hirled basvektorn ¢ = — sin ¢X + cos oy

MD, EIT




Samband mellan basvektorer Il

Losning: Vi vet att

0
or _ —rsinfsin X + rsinf cos oy

99

‘ = rsinfy/sin> g+ cos2 ¢ = rsinf =

—sin¢X + cos @y v.s.v.

¢:||

Prova girna att sjilva hirleda motsvarande resultat for # och 6
uttryckta i de kartesiska basvektorerna!
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Ytor
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x =r(y),

Virdemangden av en kontinuerlig vektorvard funktion r(y)
definierad pa ett omrade D C R? kallas en yta S i R3

yebD




Ytor och normalvektorer

&

Lat x = r(y) = r(u, v), definierad p& ett omrade
(u,v) € D = [a, b] x [c,d] C R?, framstilla en yta S.
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Ytor och normalvektorer

e

Lat x = r(y) = r(u, v), definierad p& ett omrade
(u,v) € D = [a,b] x [c,d] C R?, framstilla en yta S.
Tva tangentvektorer u och v till ytan kan definieras

ry(u,v) = %, ry(u,v) = w, (u,v) € [a, b]x[c,d]
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Ytor och normalvektorer

Lat x = r(y) = r(u, v), definierad p& ett omrade

(u,v) € D = [a, b] x [c,d] C R?, framstilla en yta S.

Tva tangentvektorer u och v till ytan kan definieras
or(u,v) or(u,v)

ry(u,v) = oy ry(u,v) = 5y (u,v) € [a, b]x[c,d]

En ytnormal A (enhetsvektor) ges av
ry(u,v) xr,(u,v)

lru(u,v) x ry(u,v)|’ (u,v) € [a, b] X [c,d]

f(u,v) =

Ytan kallas glatt om r,(u,v) x r,(u,v) #0
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Ytmatt

Tva olika ytmatt, dS och dS, (skalarvart respektive vektorvart)
forekommer, och ges av

dS = |ry(u,v) x ry(u,v)| dudv
och

dS =r,(u,v) x ry(u,v)dudv = a(u, v) |ry,(u,v) x r,(u,v)| dudv
=h(u,v)dS
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Ytintegraler |

Tre huvudtyper av ytintegraler forekommer i kursen

1. Normalytintegral, skalarvard

//SA-dS://$A~ﬁdS

://DA(r(u, V) - A, v) [ro(u, v) X (0, v)] dudv
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Ytintegraler |

Tre huvudtyper av ytintegraler forekommer i kursen

1. Normalytintegral, skalarvard

//SA-dS://A~ﬁdS

// A(r(u,v)) - a(u,v)|ry(u,v) x r,(u,v)| dudv

2. Skalarvard ytintegral

// fds = // ) lru(u, v) x ry(u,v)| dudv
:/a </C f(r(u,v))|ru(u,v) xr,(u,v)| dv> du
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Ytintegraler Il

3. Vektorvird ytintegral

//Sfds //fﬁdS // (r(u, v))ru(u, v) < ry(u, v) dudv
// v) x ry(u,v)| dudv

:/a (/ F(r(u, V))a(u, v) [Fo(u, v) X ro(u, V)| dv> du

MMMMMM



Ytintegraler Il

3. Vektorvird ytintegral

//Sfds //fﬁdS // (r(u, v))ru(u, v) < ry(u, v) dudv
// v) x ry(u,v)| dudv

:/ (/ F(r(u, V))a(u, v) [Fo(u, v) X ro(u, V)| dv> du

//SAdS = //D A(r(u,v))|ru(u,v) x ry(u,v)| dudv
— /ab (/cd A(r(u,v)) |ru(u, v) x ry(u,v)| dv) du

MMMMMM



Nagra vanliga ytmatt

Cylindriska koordinater

&3
dS=¢ dzdr,
7‘c
\\ e dS=#ndeds
&

dS=2n.dr.do
/
ér
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Nagra vanliga ytmatt

Cylindriska koordinater

& Sfiriska koordinater
é3
dS=¢ dzdr,
Te

—— dS=rrdgdz

0 v dS=#r2sinfdfde
e R
- €2
dS=zr.dr.d¢
e ¢
e e Ytterligare tva ytmétt forekommer
1
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Nagra vanliga ytmatt

Cylindriska koordinater
Sfiriska koordinater

é3 s
3
dS=¢ dzdr,
Te
\ e dS=frndpdz
P) T dS=#r2sinfdfde
Aéz é
2
dS=zr.dr.d¢
s B
e Ytterligare tva ytmatt forekommer

Finns €] i formelsamlingen, méste konstruera sjélva!
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Volymer

e

Lat x = r(y) = r(u, v, w), definierad p8 ett omréde

(u,v,w) € D = [a, b] x [c,d] x [e, f] C R3, framstilla en volym V
Funktionaldeterminanten (Jacobianen) ges av

Pa Ox Ox
du ov  Ow
o (or O\ _ o _|ou du on
ou \ov ow/) O(uv,w) |du Hv Ow
O 06 0x
du Ov Ow
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Volymsmatt

Volymsmattet ges av

v or <8r or or

= % . E X 8W> dudvdw = WdUdVdW

MD, EIT



Volymsintegraler

Tva typer av volymsintegraler forekommer i kursen

1. Skaldrvard volymsintegral

///fdv_/// (u,v,w) (uav W)dudvdw

2. Vektorvidrd volymsintegral

I
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Nagra vanliga volymsmatt

Cylinderkoordinater dv = r.dr.d¢dz
Sfariska koordinater dv = r? sin fdrdfd¢
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Ovningar integraler

. Berdkna den vektorvirda integralen ffs 6 dS bver en sfir med

radien a som &r centrerad i origo

Problem 1.29 (1.28 i 3e upplagan) i Griffiths (line integral =
tangentlinjeintegral)

L&t A = (18z,—12,3y) och I&t ytan S definieras av planet
{(x,y,2z) : x>0,y >0,z>0,2x + 3y + 6z = 12}. Normalen
pekar fran origo. Berdkna normalytintegralen.

. L&t A(x) = zX + xy + yZ och I&t kurvan L definieras av

skirningen mellan ytorna Sy : {(x,y,z) : x> +y?2 + 2z° = 1}
och S5 : {(x,y,z) : x = y}. Berdkna [, A x dL.
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Ovningar integraler — svar

—2m2a2

2.2 4/3
2.b 4/3
2.c 4/3
2d 0

N =

&

iﬁ(—l,o,l)
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Lésningsskiss 1

Utnyttja sambandet & = X cos 6 cos ¢ + § cos f sin ¢ — 2 sin 0 for
att kunna utféra integration i ett fixt koordinatsystem.

Sfirens ytmatt uttryckt i sfiriska koordinater dr dS = a® sin dfd¢.
Vi far

g 27
//9d5:/ (/ (f(cos@cosqﬁ—l—flcos@sinqﬁ—isine)azsinﬁdqﬁ)d@
s 0 0

U

an 2 . 2 s 2.2

= —227a / sin©0df = —27°a
0

dar vi anvant

™

/sin20d9—1/ (1 —cos20) df = —
0 2 Jo 2

och

/Ohcosqbdqﬁ:/ohsinqbdqﬁzo
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Losningsskiss 2, a & b

v =x°% +2yzy + y%2

1 1
/vdEZ/ V(X7070)2dx+/ V(l,y,O)f/dy
L 0 0

1 1 1 1 4
+/ v(x,l,l)-)“(dx:/2ydy+/x2dx:1+:
0 0 0 3 3
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Lésningsskiss 2, ¢ & d

A N

c. Parameterframstallning av kurvan r(t) = t(x + y + 2),
t €[0,1]

1 1
4
/v~d£:/ v(t,t,t)-r’(t)dt:/ t2—|—2t2—|—t2dt:§
L 0

0

Vi ser att filtet v ar konservativt, d& vi far samma varde p8
linjeintegralen % oavsett vag.

d. Subtraktion av resultaten i a & b eller anvand att V x v = 0.
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Losningsskiss 3

A(r) =18zx — 12y + 3y2
och parameterframstall ytan med x och y som parametrar
D={(x,y): x>0,y >0,2x + 3y <12} och
z="f(x,y)=2-x/3-y/2

Ytmattet blir

dS =r.(x,y) x ry(x,y)dxdy = (1/3,1/2,1) dxdy

MD, EIT



Lésningsskiss 3, forts.

// -dS = // (182, —12,3y) - (1/3,1/2, 1)dxdy
- /0 ( /0 AT y/2)6+3y>dy> dx

_ /O i ( /0 e 2x)dy> dx

_ /6(4 — 2x/3)(6 — 2x)dx = 24
0
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Losningsskiss 4

A(r) = (z,x,y)

och kurvan L &r en storcirkel pa enhetscirkeln som
parameterframstills genom (tecken beroende p& omloppsriktning)
r(0) = (\f sin6, \[sm0 cos @), dar 6 € [0,27). Linjeméttet blir

dr(9) 1 1 .
dl =+ df = +(——= cosf, — cos 0, —sin #)db
deo (\6 V2 )
/A>< dl—i/ (z,x,y) cosG \%cos& —sin6)do
1 1 1
—:I:/ (cos @, ﬁsme fsm9)X(ﬁcose,ﬁcose,fsine)de

i/zw L in20 — Lain6cos, > sincosd, —— cos? 0 — - sino ) de
= — ——= SsIn — — sin cos — sin cos ——= COS — — sin cos
V2 2 T2 V2 2
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Lésningsskiss 4, forts.

Med hjilp av f027r sin20df = f027r cos® §df = m och
f027r sinfcosfdf = 0 far vi

L L o

/Ax de = (- =m0, 2m) = £

. VRV (71.0.1)

MD, EIT



	Kurvor och ytor, linje- och yt-mått
	Integraler, Kap. 1.3
	Linjeintegraler
	Ytintegraler
	Volymsintegraler

	Övningar
	Svar
	Lösningsskisser


