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Oversikt 6ver de tre foreldsningarna

1. Grundldggande begrepp inom vektoranalysen, nablaoperatorn
samt kroklinjiga koordinatsystem. Ovningar.

2. Kurvor och ytor samt olika slags integraler. Ovningar.

3. Gauss och Stokes satser. Ovningar.
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Vektorer — Elementar diskussion |

» Vektorer &r riktade strickor (representerar storheter med bide
storlek och riktning, t.ex. hastighet, kraft, acceleration)

» Beteckning: E,
» langd (storlek) |E| = E
» riktning E = E/E (enhetslangd)

/7/75

Origo E
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Vektorer — Elementar diskussion |l

» Vektorer ar element i ett linjart rum (vektorrum), d.v.s. de
kan adderas (subtraheras) och multipliceras med en skalar s3
att resultatet forblir ett element inom samma rum

D=aA
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Koordinatsystem

» For att representera vektorer anvander vi ett ortonormerat
kartesiskt koordinatsystem och en skaldrprodukt

» Ortsvektorn: r = xX + yy + 22 (= x1€1 + x2&2 + x3€3)

€3

€
» Basvektorer: X = @1, y = &, Z = é3

» Ortsvektorns komponenter: x, y och z (eller x;, x2 och x3)
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Vektoroperationer |

» Skalarprodukt: definierar vinklar mellan vektorer

3
Uu-v=uvi+ v+ uv= E UjVvj = UV COS ¢
i=1
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Vektoroperationer |l

» Vektorprodukt: Tva (poldra) vektorer, u och v, definierar en
ny (axial) vektor w, genom vektorprodukten

wW=uxyv

Den nya vektorn ges av determinantschemat

uxv
e & é;3
W= \|u Uux uj3 v -
Vi V2 V3
®
u

w ar vinkelrdt mot bade u och v, |w| = uvsin¢
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Vektoroperationer |l

» Skalér trippelprodukt

% om u, v, w positivt orienterade

(uxv)-w:{

—V  om u, v, w negativt orienterade

A

uxv
.
v
u

V ar parallellepipedens volym som spanns upp av u, v och w
Cyklisk permutation:
(uxv) - w=(wxu)-v=(vxw) u=—(vxu) w
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Vektoroperationer |V

» BAC-CAB-regeln
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B)

Bevis genom "rardkning’ maojligt.
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Skalara falt och vektorfalt |

» Ett filt ar en funktion av R3 (eventuellt R?)
» Filtet ar skaldrt om viardemangden ar R

» Temperaturen i en kropp
» Trycket i en vatska
» Elektriska potentialen V/(r) frén en laddningsférdelning

» Filtet kallas vektorfilt om funktionens viardemangd ar R3
(eventuellt R?)
» Gravitationskraften
» Elektriska faltet fr&n en laddningsférdelning
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Skalara falt och vektorfalt Il

» Skalart filt: ¢ : R3— R

» Vektorfalt: E : R3 — R3

Exempel i tvd dimensioner E : R? — R?
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Translation av koordinatsystem

> | ett translaterat koordinatsystem, translation rq, representeras
ortsvektorn med komponenterna x’, y’ och Z'

N N N 2N /A PN
r=xe;+yer+zez=xe;+yert+zes
» Samband mellan komponenterna kan ges som

/

X X = X0
r| =

Y1 =1y—X
b4 z— 2z

g ; &

r

Y . e
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Rotation av koordinatsystem

» | ett roterat koordinatsystem, nya enhetsvektorer &, &5, &5,
representeras ortsvektorn med komponenterna xj, x5 och xj:

N ~ A~ /N N N
r = xi1€1 + xep + x3e3 = x1€; + X,€, + x3e3

» Samband mellan komponenterna kan ges som

X1 a11 412 413 X1
/ N N
X5 = | a1 ap a3 X2 aj = e; - €;
/
X3 a31 432 4d33 X3

&
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Definition av skalart falt

En funktion v ar ett skaldrfalt om funktionens virde ar detsamma
vid rotation av koordinatsystem

w/(x]lﬁ Xé? XIIS) = ¢(X17 X2, X3)
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Definition av vektorfalt, Kap. 1.1.5 |

» Ett vektorfilt v ar en storhet vars komponenter transformeras
som ortsvektorn vid rotation av koordinatsystem

vi(x1, X5, X3) ail aix anz vi(x1, x2, x3)
va(xg, x5, x3) | = [ @ a2 ax | | va(xi, x2, x3)
v3(x1, X3, X3) a31 ax asz/) \va(xi,x,x3)
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Nablaoperatorn |

Differentiering av vektorfilt utférs med nablaoperatorn
vl 199 450 (L5 0 160 160
- T ox yay 0z Yoxi " Cox | Oxs

1. Gradienter p& skalara falt ¢

e

» Anger riktning och storlek p3 1:s variationer

» Gradienten transformerar ett skalart falt till ett vektorfalt,
d.v.s. det ar en vektor

> letnlngsderlvatan av ¢ i en riktning & ges av
75 = & Vi(r)
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Nablaoperatorn |l

2. Divergens p& vektorfilt E

V. E(r) = 8%}Er) N 8E5,)Er) N B%Z(r)

» Kuvantifierar hur mycket ett vektorfalt "sprider ut sig” fran
punkten r

’or
‘b
LSS A A
i

» Divergensen transformerar ett vektorfalt till ett skalart falt
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Nablaoperatorn Il

3. Rotationen (Curl) p3 ett vektorfilt E

£y 2
V x E(r) = | & % 2
E. E, E

~
~

P R
P

/s

» Rotationen transformerar ett vektorfalt till ett nytt vektorfalt
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Flera viktiga vektoroperationer

1. Vx (Vy(r))=0

2. V- (VxE(r)=0

3. Laplace-operatorn V - (V4(r)) = V2 (r) = Av(r)
Omvéndningen

1. V x E(r) = 0 = existerar ett skalart filt V' (ej entydigt,
kallat vektorfaltets potential): E(r) = -V V/(r)

2. V- E(r) =0 = existerar ett vektorfalt A (e entydigt, kallat
vektorfaltets vektorpotential): E(r) =V x A(r)

Exempel: Elektrisk potential V/(r):

|E(r)=-VV(r)
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Rakneregler |

Vip+¢)=Vep+ Vi
V(p) =9Ve + VY
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax (Vxb)+bx(Vxa)
V(a-b)=-V x(axb)+2(b-V)a+ax(Vxb)

+b x (Vxa)+a(V-b)—b(V-a)

o

(a+b)=V-a+V-b
(va) =¢(V-a)+(Vy)-a
(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb)

4 44

8. Vx(a+b)=Vxa+Vxh
9. Vx(pa)=p(Vxa)+(Vy) xa
10. Vx(axb)y=a(V-b)—b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b
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Rakneregler 11

11.

12.
13.
14.
15.
16.

V x(axb)=
—V(a-b)+2(b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa)+a(V-b)—b(V-a)

V. -Veo=V2p=Ap

V x(Vxa)=V(V-a)-Va
Vx(Ve)=0

V- (Vxa)=0

V2(ep) = oV + V20 + 2V - Vi

<

r=*r

,
I
o o

X
X

4444
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I

Il
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Rakneregler Il

22,
23.
24.
25.

26.
27.
28.
29.

V(a-r)= a konstant vektor
(a-V)r=
(a-V)F = (a—?(a~?))/r:aL/r

V2(r-a)=2V-a+r-(V3a)

Vu(f) = (VF)%
V- F(f) =(vf)- <&
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Kroklinjiga koordinater

| Kartesiska koordinater beskrivs (representeras) ortsvektorn r med
komponenterna x, y och z (eller x3, x» och x3) s3 att

r=xx+yy+zz=x€1+ x6e+ x3é3

Det finns andra mojligheter att representera ortsvektorn som ar mer
lampliga i speciella geometrier, s.k. kroklinjiga koordinater
De viktigaste i denna kurs ar:

1. Kartesiska koordinater x, y och z (eller x1, x2 och x3)
2. Cylindriska koordinater (poléra koordinater): r., ¢ och z
3. Sfariska koordinater: r, 6 och ¢

sd att

r=xX+yy+z2=rt.+z2=rb|
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Kartesiska koordinater

&

» Enhetsvektorer: {&1, &, €3} = {x,y,2}

» Koordinater: {x,y,z}

r =xé; + yée, + zés, A=Aé + Ayég + A,é3
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Differentiering i Kartesiska koordinater

RCTICIIRY.
v¢_x6x+yay+282
0% 0% 5‘271/1

2 - — —
Vi = Ox2 + Oy?  0z2

_0A  0A,  0A;
VA= Ox + Ay + 0z
0A, 0A, . (0A,  0A, . [(0A, O0A

+y - t2( Y-
Ox dy

A=X - ==
VX x(@y 0z 0z Ox

V2A = %V2A, + §V2A, + 2V2A,
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Cylindriska (poldra) koordinater

L ‘x:rccosqﬁ,y:rcsinqﬁ,z:zl
v alt.
re = \/X2+y2
arccos —= y>0
& o /x2+4y2

5 z ) - ¢= 27 — arccos —= <0
\J< B f2iyt y
z=12z

> Enhetsvektorer: {Fc, ¢, 2}
» Koordinater: {r., ¢, z}

r=rbetz2, A=Ad.+Asp+ A2
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Differentiering i cylindriska (polara) koordinater

L1y LY

Vi =Feg-+o o0 +2

“or, .06 “ 0z
v%—rlcaac( gw)+gf+g¢
V.A— lcai(cAc)+la{;?;3¢ IA,
a2 ) a2
et (Lnr-2)
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Sfariska koordinater

x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin¢

&;
- z=rcosf

¢, alt
3 r:\/X2+y2+Z2

6 = arccos Z

0 /><2+y2+zz
e, arccos —= >0
\J | (b = V x24y2 Y=
¢ 27 — arccos —= <0
/X2+_y2 'y

0 ar polvinkeln och ¢ azimutvinkeln

» Enhetsvektorer: {7, 0, qAb}
» Koordinater: {r,0, ¢}

r=rf, A= AP+ Agd + Ay
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Differentiering i sfariska koordinater | |

Lo 100 . 1 0y
vw_ri—Feii—i_qsrsin@@iqﬁ

or r 00

2, 10 (5,00 1 90 (. oY 1

V=55, \"ar ) T e "0 ) T renie 002
1 9?2

1 0 (. oY 1 0%
T ror (r) + r2sinf 06 (Smeﬁt?) * r2sin® 0 092
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Differentiering i sfariska koordinater Il

V.A:%%(rQA,)—I—rSIleaae(smeAg) rsilne%
VXA:?rsilnG(aa(s'”eA@ 3@2@)
()3t (-

A A 2 0A, 2cosl 8A¢>
6 VZAg — TS50 ey
+ ( "7 r2sin2g 290 r2sin?9 99
A A 2 9A 2cos OAg
2A _ ¢ = 5 . 2. AL
+¢ (V 7 24in2 0 + r2sinf O¢ + r2sin20 9¢
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Lathund transformation mellan enhetsvektorer

(r,0,9) — (x,y,2) (X,y,z)ﬂ(rcgj),z)
F= Xxsinfcos¢p + ysinOsing + zcosb X = Pccosp — q{)smd)
{ig X cosfcosp+ ycosfsing — zZsinf {y:f— |n¢>+q§cos¢>
¢ =—Xsing + y cos ¢ z2=2z

(x,y.2) — (,0,9) ) (r.0.6) — (re. 6.2)
& = Psinfcos g+ 0 cos cos d — Psin P ="Fcsinf 4+ zcosf
y =Fsinfsing +9cos€sin¢+<§bcos¢ {9—?’Cc059—zsm9
2 ="Fcosl —sing a>=$b

(rc,qﬁ,z)—)(x,y,z) (er¢7z)_>(r767¢)
e = Xcosp+ysing=( Xx+yy)//x%+y? Pe =1 sin® + @ cos ¢

{a;:)?sin¢>+f/cos¢:()?y+9x)/\/xz+y2 {¢:¢

z= z 2 =Fcosf — Bsinb

MD, EIT




Ovningar vektorer

. Visa att V- r = 3 genom att anvénda a) kartesiska

koordinater, b) cylindriska koordinater, c) sfariska koordinater.

Lat o(r) = 3x? + 5y? + 7z2. Berikna riktningsderivatan av ¢
i riktningen @ = (3,4,5)/v/50 i punkten r = (1,1, —1).

3. Lat o(r) = zr—3. Berikna gradienten av ).
4. Lat A(r) = (322 — r?)r. Berikna divergensen av A.
5. L&t A(r) = (a- r)f(r)r dar a &r en konstant vektor och f(r)

en differentierbar skalar funktion av avstandet r. Berakna
V x A.

Lat A(r) = (a- r)f(r)r dar a ar en konstant vektor. Bestam
den skaldra funktionen f(r) sd att V- A=0.

. Problem 1.8 i Griffiths
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Ovningar vektorer — svar

V x A = (a x r)f(r) oberoende av f:s form

f(r)= r% C godtycklig konstant

1. -

2. &-Vi(r) = —8Y2 da r:(l 1,-1)

o i) = e - e+ (5 %),
4. V- A(r) =5r?(3cos?§ — 1) = (1522 — 5r?)
5.

6.
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Losningsskiss 1

Anvand A(r) =r =xX+yy + 22 = rcPc + 22 = rP. Det ger
Ac=x, A =y, A, =2 A =1, Ay =0, Ar =r, Ag = 0. For
divergensen giller d& enligt formelsamlingen

0A; A, | OA;

A= X =
v 8x+8y Ay 3
10 0A;
A:—i cAr = =
\% rcarc(r °)+8y 24+1=3
10
A== (r?A,) =
\% r28r(rA) 3
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Losningsskiss 2

Vi borjar med att berikna gradienten av (r) = 3x? + 5y? + 722
Vi(r) = 6xx + 10yy + 14z2
Riktningsderivatan ges av & - Vi(r), d.v.s.

é-Vi(r) = (3% + 4y + 52) - (6x% + 10yy + 14z2) //50
— (18x + 40y +70z) /V/50

Speciellt i punkten r = (1,1, —1) blir riktningsderivatan

é-Vi(1,1—1) = (18 + 40 — 70) /v/50
= —12/v/50 = —6v/2/5

MD, EIT




Losningsskiss 3

Berikna gradienten av ¥(r) = zr—3 genom rikneregel 2 for
nabla-operatorn, och evaluera gradienterna i kartesiska respektive
sfariska koordinater.

v (zr_3) =r3Vz42zVr 3 =r32 3274
=r° (X2 +y? + 22) 2 —3zr° (xxX 4+ yy + z2)
3xz, 3yz, ( 1 322> .
X — = 2

r3 r
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Losningsskiss 4

Lat A(r) = (322 — r?)r. Det finns flera sitt att bestimma V - A.
Ett satt ar att utrycka A(r) i kartesiska koordinater och kartesiska
enhetsvektorer. Ett annat sitt dr att utrrycka A i sfiriska

koordinater. | det sistndmnda fallet galler (notera att z = rcos @)

A(r) = A# = (3cos? 0 — 1)r’F
Formelsamlingen ger

10
V-A(r)= ﬁa(rzA,) = (3cos?f — 1)5r? = 152% — 572
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Losningsskiss 5

Berdkna rotationen av A(r) = (a- r)f(r)r genom raknereglerna 9
och 2.

Vx({(a-r)f(r)ry=(a-r)f(r)Vxr+V((a-r)f(r))xr
=(f(r)V(a-r)+(a-r)Vf(r)) xr
eftersom V x r = 0. Nu géller for konstant vektor a att
V(a-r)=a

och att
Vi(ryxr=f(r)pxr=0

Séledes V x A = (a x r)f(r) oberoende av f:s form
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Losningsskiss 6

Berdkna divergensen av A(r) = (a- r)f(r)r genom riknereglerna 6
och 2.

V-{(a-r)f(r)ry=(a-r)f(r)V-r+V((a-r)f(r))-r
=3(a-r)f(r)+(f(r)V(a-r)+(a-r)VFf(r))-r
eftersom V - r = 3. Nu géller for konstant vektor a att
V(a-r)=a

och att
VE(r)-r=Ff(r)f-r=rf'(r)

Séledes giller

V-((a-r)f(r)r)=1(a-r) (4f(r) + rf'(r))
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Losningsskiss 6, forts.

Om divergensen skall vara noll krivs att

&, C godtycklig konstant

med |6sning f(r) =
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Losningsskiss 7

Ekvation (29) ger
Zy cos¢p sing\ (A,
A, —sing coso) \ A,
B, cos¢ sing\ (B,
B, —sing cos¢) \ B,

Bilda skaldrprodukten i det roterade systemet

och

2B, = (A, cos ¢+ A;sin ) (B, cos ¢ + B, sin @)
(—Aysing + A, cos ¢) (—B, sin ¢ + B, cos ¢)
=A/B, (cos2 ¢ + sin? q§) + A, B, (cos2 ¢ + sin? (;5)
=A/B, +A,B,

A,B, + A
+
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