Forelasning 4, KOsystem

Ytterligare nagot om poissonprocessen

Vi har ju antagit att tiderna mellan ankomster till ett kosystem ar exponentialfordelade. Om man hela
tiden har samma ankomstintensitet sa kallas en sadan ankomstprocess for poissonprocess. Man kan
visa att foljande tre satt att definitioner ar ekvivalenta:

1. Om tiden mellan ankomster ar exponentialfordelade med samma medelvarde sa bildar
ankomsterna en poissonprocess.

2. Om antalet ankomster i ett tidsintervall &r poissonférdelade sa bildar ankomsterna en
poissonprocess. Att antalet ankomster ar poissonfordelat innebar att om tidsintervallet har
langden t och N &r antalet ankomster under intervallet sa ar

A0k

k!
3. LatI = [t,t + At] vara ett intervall och 13t N vara antalet ankomster i detta intervall. Om det

P(N =k) =

da galler att
P(N=0)=1—-At -1+ 0(At)
P(N =1) =At- 1+ o(At)
P(N > 1) = o(At)
sd bildar ankomsterna en poissonprocess. 0(At) ar en godtycklig funktion som har
egenskapen att
o(At)

AT ->0daAt-0

Poissonprocessen ar minneslos vilket innebar att tiden till nasta ankomst efter en tidpunkt alltid ar
exponentialférdelad med samma medelvarde oavsett nar den férra ankomsten dgde rum.

Upptagetsystem
Ett upptagetsystem har inga kdplatser, det finns bara betjanare. Det innebar att tiden i systemet
enbart ar betjaningstid, inte nagon vantetid i buffertar.

Erlangsystemet

Om det finns m betjanare och inga koplatser, ankomsterna ar en Poissonprocess med
ankomstintensitet A oavsett hur manga som finns i systemet och om betjaningstiderna ar
exponentialférdelade med medelvdrdet 1/u sa kalas kdsystemet for ett Erlangsystem. Det &r ofta en
bra approximation om vi har manga kunder i forhallande till antalet betjanare. Systemets
markovkedja ser ut sa har:



Om vi anvander snittmetoden som vanligt sa far vi
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Man inser att i det generella fallet galler

Denna fordelning kallas Erlangférdelning efter den danske matematikern A. K. Erlang som i bérjan av
1900-talet var den forste som undersokte kapaciteten hos telefonnat och telefonvéxlar med
matematiska metoder.

Eftersom ankomstintensiteten dr samma i alla tillstand sd ar sannolikheten for sparr p,,,. For denna
sannolikhet finns en sarskild beteckning: E,;, (p). Det finns tabeller éver E,,, (p), men det ar ocksa
enkelt att ta fram en mycket effektiv rekursiv metod for att berdkna den. Pa kursens hemsida finns
den implementerad i Javascript.

Man kan dven visa att antalet upptagna betjanare i ett upptagetsystem ar Erlangférdelade dven om
betjaningstiderna inte ar exponentialfordelade sa lange som ankomsterna &r en poissonproess. Att
visa detta kraver matematiska verktyg som ligger langt utanfér denna kurs.

Ndgra andra fordelningar

Det finns ett par kontinuerliga fordelningar som ar sammansattningar av exponentialférdelningar:

Erlang-r-fordelning: Denna ska inte forvaxlas med Erlangférdelningen, som ar en diskret férdelning.
En variabel som ar Erlang-r-foérdelad ar summan av r stycken exponentialférdelningar med samma
medelvarde. Om man har en Erlang-r-férdelning och en exponentialférdelning med samma
medelvarde sa har Erlang-r-férdelningen mindre varians dn exponentialfordelningen.

Hyperexponentialfordelning: Denna férdelning har en frekvensfunktion som ser ut sa har:
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Denna fordelning har storre varians dn en exponentialférdelning med samma medelvarde.



