évning 1

Vad du ska kunna efter denna 6vning

e Diskret och kontinuerlig stokastisk variabel.

e Férdelningsfunktionen for en kontinuerlig stokastisk variabel.

Tathetsfunktionen for en kontinuerlig och en diskret stokastisk variabel.

Medelvdrde och varians for en stokastisk variabel.

Betingad sannolikhet och ta bort beting.

Laplacetransformen for en kontinuerlig stokastisk variabel.

o Z-transformen for en diskret stokastisk variabel.

Foljande uppgifter rekommenderas sarskilt: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11, 12. De andra &r
svarare eller 6verlappar dessa uppgifter.

Problem

1. For ett mynt géller att P(klave) = p. Kasta myntet tills du har fatt klave
n ganger. Lat N vara antalet kast som du har gjort. Berdkna medelvardet
for N.

2. Lat X och Y vara tva diskreta stokastiska variabler som bara kan anta
vardena 0 och 1. Vi vet att

P(X=0,Y=0)=1/2 P(X=1,Y=0)=1/8
PX=0Y=1)=1/4 PX=1Y=1)=1/8
Berakna foljande:

(a) P(X =0)

(b) P(X =1]Y =0)

(¢) P(Y =0|X =1)

(d) E(Y)

(e) E(XY)

(f) E(X]Y =0)

() E(Y|X =1)

3. X ar en kontinuerlig, positiv stokastisk variabel med tathetsfunktionen
Fx(t) =1—e#

(a) Berdkna medelvardet av X.

(b) Berdkna variansen av X.



4. Bestam tathetsfunktionen for den diskreta stokastiska variabeln N som
antar varden > 0 da

(A

P(N = kX =) = 2

e M k>0

Fx(t) = pe " (tiathetsfunktionen for X)
X ar en positiv, kontinuerlig stokastisk variabel.

5. T en urna finns tre tarningar med f6ljande egenskaper:
P(1) P(2) P(3) P@4) P(5) P(6)

Téarning1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Tarning 2 3/12 2/12 2/12 1/12 1/12 3/12
Térning 3 2/12 3/12 1/12 2/12 3/12 1/12

(a) Man véljer en tarning pa slump. Vad &r sannolikheten att fa en sexa
om man kastar tdrningen?

(b) Man véljer tva tdrningar pa slump. Vad &r sannolikheten att fa tva
sexor om man kastar tdrningarna?

6. En fange ar placerad i en cell som har tre dérrar. Den forsta doérren for
honom omedelbart till friheten. Den andra leder honom till en tunnel som
for honom tillbaka till cellen efter en dags vandring. Den tredje leder till
en tunnel som for honom tillbaka till cellen efter tre dagars vandring. Om
han kommer tillbaka till cellen véljer han pa nytt en dorr helt pa slump
det vill sdga han lar sig aldrig av sina misstag. Hur lang tid kommer det
i medeltal ta innan fangen nar friheten?

7. n ar antalet ankomster till ett system under en dag. Varje ankomst medfor
en last.

(a) Lasterna ar oberoende likafordelade stokastiska variabler med medelvirde
E(X) och varians V(X). Bestdm medelvarde och varians f6r den to-
tala lasten som kommer till systemet under en dag.

(b) Antag i stéllet att alla ankomsterna under en dag medfér samma
last som den forsta ankomsten. Antag att den forsta ankomsten har
medelvirde E(X) och variansen V' (X). Vad blir da medelvérdet och

variansen for den totala lasten som kommer under en dag?

8. A och B ar tva diskreta stokastiska variabler for vilka géller

P(A=1,B=0)=0,3
P(A=1,B=1)=0,2
P(A=2,B=0)=0,1
P(A=3,B=0)=0,4

) Berékna medelvérdet av A.
b) Berdkna medelvirdet av B.
(¢) Ar A och B oberoende?

(d) Berdkna medelvardet av AB.

(a
(



10.

11.

12.

13.

14.

En positiv, kontinuerlig stokastisk variabel X har tdthetsfunktionen
Fx(t)y=1—eM
den &dr da exponentialférdelad. Bestdm

P(X <zo+2|X >2x)

A och B ar oberoende, diskreta stokastiska variabler (A, B € {0,1,2,...})
med tathetsfunktionerna

k bk:

P(A=k)= %e‘a respektive P(B = k) = e

—b
(b) Berikna tathetsfunktionen for A + B.

(a) Berdkna medelvérdet av A.
(c) Berdkna P(A=k|A+ B =n)om k < n.

N é&r en diskret stokastisk variabel for vilken
P(N=k)=p"(1—p),k>0

(a) Berédkna z-transformen for N.
(b) Berdkna medelvirdet for N med hjélp av z-transformen.
(¢) Berdkna variansen for N med hjilp av z-transformen.

X och Y &r tva oberoende positiva och kontinuerliga stokastiska variabler
med téathetsfunktionerna

fx@) =X M t>0

fy(t) =0(t—1/p)

(a) Berdkna medelvardet for X med laplacetransformen.

(b) Berikna variansen fér X med laplacetransformen.

(c) Bestdm téathetsfunktionen for Z = X + Y med laplacetransformer.
X ér en likformigt fordelad stokastisk variabel som kan anta virden mellan
0 och 1.

(a) Berdkna X:s laplacetransform.

(b) Anvénd laplacetransformen for att berdkna medelvirdet f6r X.

(¢) Berdkna medelvirdet utan att anvanda laplacetransformen.

Vi singlar slant n ganger. Varje gang vi far klave drar vi ett exponen-
tialfordelat tal med medelvirdet 1/A. Efter de n slantsinglingarna sum-
merar vi alla de dragna talen. Lat oss kalla summan X.

(a) Berédkna laplacetransformen for X.
(b) Berikna medelvardet for X.



15. Z-transformen for antalet kunder som kommer till ett kosystem under en
dag &r
l—p
1—pz

Varje kund medfor ett arbete som varar en exponentialférdelad tid med
medelvirde 1/pu.

(a) Hur mycket arbete kommer det i medeltal pa en dag?

(b) Vad é&r laplacetransformen for allt arbete som kommer under en dag?

Losningar

1. Vi kan se forsoket att singla slant tills vi far klave for n:te gangen som
en sammansattning av n delforsok dar man i vart och ett av delférséken
kastar tills man far klave for forsta gangen. Dessa delférsok har alla samma
fordelning. Om vi antar att N; ar antalet kast i delférsok ¢ sa far vi

i=1

eftersom alla N; har samma férdelning och diarmed samma medelvérde.
Lat oss nu berdkna medelvardet for N;. Om vi ska fa den forsta klaven
vid det k:te forsoket maste vi forst fa k& — 1 kronor. Sannolikheten for
detta blir

P(Ni=k)=(1-p)*"'p

Observera att k ar minst 1 eftersom det kridvs minst ett kast for att fa en
klave. For att fa enklare beteckningar sétter vi ¢ = 1 — p. Definitionen av
medelvarde ger

E(N) = Y kP(Ny=k)=p) k¢*"
k=1

k=1
_ d & . d g
- pquz::lq ~dgl—gq
_ t-atg 1
(I-¢? p
Slutligen far vi alltsa
n
E(N)=—
(N) p
2. (a)
P(X=0) = P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y=1)
_ 1+1_3
2 4 4




P(X =1,V =0)
P(X=1)
P(X=1Y=0) 1

1-P(X=0) 2

E(Y) 0-P(Y=0)+1-P(Y =1)=P(Y =1)

P(X:O,Y:1)+P(X:1,Y:1):%

(e) X och Y kan bara anta virdena 0 och 1 vilket medfor att deras
produkt ocksa bara kan anta vdrdena 0 och 1. Definitionen pa
medelvarde ger da

E(XY) = 0-P(XY =0)+1-P(XY =1)=P(XY =1)
= P(X:LY:I):é

E(XX[Y=0) = 0-P(X=0]Y=0)+1-P(X =1]Y =0)

EY|X=1) = 0-P(Y=0/X=1)
+1-P(Y =1]|X =

)
P(Y:1|X:1):%

3. For att kunna berdkna medelvarde och varians sa maste vi borja med att
derivera fordelningsfunktionen sa att vi far tathetsfunktionen

d
Fx(t) = pe

fX(t):@

(a)

E(X)_/Oootfx(t)dt_/oooweutdt_i

(b) Vi bérjar med att berdkna andramomentet

B(X?) = e mdr = 2
= e = 5
0 K



Sedan far vi

2 1 1
V(X)=E(X?) - E*X) = E R
I denna uppgift anvénder vi att
e k!

k _—at _

/0 tYeTdt = ] (1)

4. Vi tar bort betinget
P(N=k) = / P(N =k|X =t)fx(t)dt
0
oo k

_ ()‘t) 6_/\t,u€_utdt

0 k!

_ A )k p
 \M+p) Atu
Aven i denna uppgift har vi anvént formel (1) fran 16sningen pa foregaende
uppgift.
5. (a) Lat oss sitta P(kli) = P(man far k|man véaljer tdrning ¢). Det ger
0ss

P(6) = P(6]i)P(viljer i) =

i=1

3

1
12

* 12

+

1
6

| =
W =
W
W

(b) Nusétter viistéllet P(66]ij) = P(far tva sexor|véljer tdrningarna ¢ och j).

Det ger
P(66) = > P(66ij)P(viljer i och j)
'7j
1 1 1
= P(66]12) - 3+ P(66[13) - 3+ P(66]23) - 3
_ 1 31, 111, 38 11
6 12 3 6 12 3 12 12 3
_
432

6. Antag att T &r tiden det tar innan fangen blir fri. Om fangen véljer
en dorr sa att han kommer tillbaka till cellen véljer han en ny dorr helt
pa slump. Det gor att medelviardet av den aterstaende tiden har samma
fordelning och ddrmed samma medelvirde som T. Antag att E(T|i) =
E(T|véljer dorr i forsta gangen). Det ger oss f6ljande ekvationer

BE(T|1) 0
E(T]2) = 1+ E(T)
E(T|3) = 3+ E(T)



Om vi nu tar bort betingen sa far vi:

3

E(T) = Z E(Ti)P(viljer ) =
:(%%+Q+Euw-%+®+an-é:éi%XQ

Denna ekvation 16ses enkelt och ger
E(T)=4

7. Lat lasten som varje ankomst for med sig vara X; ... X, och den totala
lasten vara X.

(a) Medelvirden ar alltid additiva
B(X)=BE(X1++X,) = E(X1) + - + E(X,) = nE(X))

Eftersom X ...X,, ar oberoende av varandra kan vi summera vari-
anserna

VX)=V(Xi+- -+ X,)=V(X1) +- -+ V(X,) =nV(Xy)

(b) For medelvirdet far man samma svar som i (a)-uppgiften. Daremot
blir svaret for variansen inte samma, for nu ar ju inte X;...X,
oberoende av varandra. Nu far vi i stéllet

V(X) =V(nX1) =n*V(X1)

8. (a)
E(A) = 1-P(A=1)+2-P(A=2)+3-P(A=3)=
= P(A=1,B=0)+P(A=1,B=1)
4+2.P(A=2,B=0)+3-P(A=3,B=0)=1,9
(b)

E(B) = 0-P(B=0)+1-P(B=1)=
= P(B=1)=PA=1,B=1)=0,2

(¢) Om B = 1samaste ju A = 1. Dérfor kan A och B ¢] vara oberoende.

(d) Den forsta fragan man ska stélla sig ar vilka varden som AB kan anta.
Det finns bara fyra kombinationer av viarden pa A och B som har
sannolikhet stérre &n 0. Av dessa ar det tre dér AB = 0, ndmligen
de dér B = 0. Den fjarde kombinationen &r A =1 och B =1 och da
ar AB = 1. Detta ger oss

E(AB) = 0-P(AB=0)+1-P(AB=1)=
= P(A=1,B=1)=0,2



9.

10.

Definitionen av beting ger oss

P(X < X
PX<zop+z|X>z) = (X < 20 +2, >x):

P(X >zx)
Pla< X <z9+2a)
P(X > )
Nu kan vi anvanda att
b
Pla<X <b) = / fx()dt =

b a
= [ et [ et
0 0
= Fx(b) — Fx(a)
Satter vi in detta i tiljaren ovan far vi

Fx(zo+x) — Fx(z) _

PX <zo+2z|X >z) =

P(X >ux)
_ (1 =Fx(@) - (- Fx(@o+z)) _
1-— Fx(x)
ef)\(:m«w:) e
= 1-— W =1-—e¢

Detta &r ett viktigt resultat. Det séger att den aterstaende tiden har
samma fordelning som den ursprungliga tiden. Man séger att exponen-
tialfordelningen ar minneslos.

(a) Vi anvénder definitionen av medelvérde

> k
BE(4) = Zk-%e‘“
k=0 )
o k
a
S
|
k=1 k
- ak71 —a —a - all —a a
= ak:1(k—1)'6 = ae ;i—!*ae e =a

(b) Forst konstaterar vi att
k
P(A+B=k)=)» P(A+B=kB=iP(B=i)
i=0
Eftersom A och B ar oberoende av varandra sa dr dessutom
P(A+B=k,B=1)
P(B=1i)

P(A+B=kB=1)




Séatter vi in detta ovan sa far vi

k
P(A+B=k) = > PA=k—i)P(B=i)=
=0
k k—1 i
_ a e—aie—b
P (k—1)! i
e+t E N
— 7](:' ZO( i )a Zbl
_ (a+ b)ke—(a+b)
k!

Summan har samma slags fordelning som A och B med medelvérde
a + b. Denna fordelning kallas Poissonfordelning.

(c)

PUA—KA+B—n) — PA=kA+B=n)

P(A+B=n)
. P(A=k,B=n—k)
N P(A+ B=n)
_ ak —a bn_k —b n! a+b

T mo i arot

N ( ! ) (Zkinzj)i

11. Detta ar nastan samma problem som i tal 1 i denna Ovning. Som ni
kommer att se sa blir det mycket lattare att l6sa nér man anvinder z-
transformen i stéllet for att anvinda definitionerna.

Detta géller om k£ < n.

(a) Vi berdknar N:s z-transform:

P(z) = szP(N =k)= sz(l —p)p”
k=0 k=0
_ 1_ ko
= (1-p)) (p2) =
k=0
(b) Vi deriverar en gang:
d1l-p _ =(=pd-p) pd-p)
dz1—pz (1—pz)? (1 —pz)?
— pd=p _ _» daz—1

(1-p3? 1-p
Saledes ar medelvirdet

1-p



(c¢) Ytterligare en derivering ger

2 1-p 2p*(1—p) 2p*
— = — daz—1
dz21—pz (1—pz)3 (1-p)? 4z

Detta innebar att

2p?
E(N*) - E(N) =
(N7) = E(N) A-p?
=
B(N?) = 2  p _ pHp’

(1-p? 1-p (1-p)?
Slutligen far vi

VIN) = BN~ B(N) = b = o =

12. Vi borjar med att berékna laplacetransformerna for X och Y. Definitionen
ger

o0 oo )\
F%(s z/ e fx(t dt:/ e st e Mdt =
o= [ x| .

Fy(s) = /Ooo e Sty (t)dt = /Ooo et — 1/ p)dt = e 5/H

(a) En derivering ger

d by 1
Bl S T 0
ds X (s) ()\+8)2—> y das—
Saledes blir .
EX)=~-
(0 =3
(b) Vi deriverar ytterligare en gang
., 2) 2
@FX(S):m%ﬁdas%O
Det innebér att
2 2 1 1
E(X?) = SV V(X) = B(X?) - B%(X) = ==

(¢) Eftersom X och Y &r oberoende sa far vi Z:s laplacetransform som
produkten av X:s och Y:s laplacetransformer. Det ger

. e~ s/k
Fy(s) = N+ s

En titt i formelsamlingen visar att

flt—a) B e @ F*(s)
Detta ger att

fz(t) = Ae—ME=1/1)

10



13. (a)

Tathetsfunktionen for en likformigt férdelad variabel som kan anta
varden mellan 0 och 1 ar

lom0<t<1
0 annars

fx(t) Z{

Om vi definierar

G(t):{ lomt>0

0 annars
sa kan vi skriva
fx(t) =06(t) -6 -1)
En titt i tabellen 6ver laplacetransformer avslojar att

A
a-+s

Ae="O(t) &
Satter vi a =0 och A =1 sa ger det att

o) &

® | =

Dessutom géaller att
f(t—a) B e F*(s)
vilket slutligen ger

()5 Fi(s) = ~(1-¢)

T s
Vi deriverar Laplacetransformen en gang for att berikna medelvérdet

4

N 1 se®—1+e"°
TF(s) = R

-e_s—?(l—e_s): 3

W | =

S
s(l—s+5+0(s%) —14+1—s+ 5 +0(s%)
82

—2 +0(s 1 1
= M:—i—FO(S)—)—idés%O

Saledes ar

Vi anvéander definitionen av medelvarde

E(X)Z/Oootfx(t)dt:/o tdt:%

Hér ar det faktiskt mycket enklare att inte anvénda laplacetransfor-
men.

11



14.

(a) Antag att A = antalet ganger vi far klave nér vi singlar slant. A

kommer da att vara binomialfordelad med téthetsfunktionen

P@:ﬁﬁ:(?)ﬁu—pw4mgign
Antag nu att det blir ¢ klavar nér vi singlar slant. Da kommer X att
vara summan av ¢ oberoende stokastiska variabler var och en med
laplacetransformen

A
A+s
Det innebér att )
. , AN
F(s|A=1) = ()\+s>
Vi tar bort betinget
F(s) = Y Fx(slA=#)P(A=1i) (2)
i=0
n A 7 n ) .
— ) i1 — p)rt
> (5s) (7)ra-» Q
Ap "
= —— +1- 4
()\—i—s * p) )

(b) Vi berdknar medelvirdet genom att derivera och lata s — 0

iF*(S)——LTl ﬂ—kl— n_lé—@dés—)O
ds” X (A +5)2 Ats P A
Saledes blir np
EX)=—
(x) =4
15. Lat oss inféra beteckningarna
X = totala méngden arbete som kommer under en dag
N = antalet ankomster under en dag

(a) Om det kommer k kunder under en dag sa &r medelvirdet av den

ankommande arbetsméngden k/p. Det innebéar att

k
E(X|N=k) ="~
(X1 )=

Vi tar bort betinget

E(X) = zp%mNzkﬁwVZMZE:ﬁmN:k)
Vk Vk
_ 1 . EWV)
= N%;va_m_ p

12



Nu aterstar att berdkna E(N). Vi gor detta genom att derivera
z-transformen och lata z — 1.

d 1-p  p(l—p) P

fhadl = daz—1
dz1—pz (1—pz)? 1—p &z

Svaret blir saledes »
EX)=———
2 p(l—p)
Laplacetransformen for en stokastisk variabel med medelvéirde 1/u
ar
I
pts

Laplacetransformen fér summan av k sadana stokastiska variabler far
man genom att multiplicera k sadana laplacetransformer vilket ger

Fi(s|N = k) = ( a )k

[ ]

Nu tar vi bort betinget

k
Fi(s) = ZF)*((3|N:I<:)P(N:I¢):Z( a ) P(N = k)
Vk

s u+s

oy (1—=p)(p+s)
pts p+s—pp

= PN(
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