Skriftlig tentamen i Elektromagnetisk faltteori
for 73 (ETEFO01) och F3 (EITF85)

Tid och plats: 31 oktober, 2018, kl. 14.00-19.00, lokal: MA10 A-H.
Kursansvarig liarare: Anders Karlsson, tel. 222 40 89 och 0733 325958.
Tillatna hjalpmedel: Formelsamling i elektromagnetisk faltteori samt kalkylator.

Betygsiattning: Varje uppgift ger maximalt 10 poéng. Slutbetyget pa tentan ges
av heltalsdelen av (totalt antal poéng)/10, dock hogst 5.
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I en cirkuldr plattkondensator halls plattorna atskilda med 5 cirkuldra homogena
plastcylindrar med relativa permittiviteten €, = 4 och radien a. Kondensatorns
plattor har radien 10a och avstandet mellan plattorna ar d, dir d << 10a. Det
rader vakuum utanfoér plastcylindrarna. En spanning V; ligger 6ver kondensatorn,
enligt figur.

a) Bestam den fria laddningen Q¢ pa den 6vre metallplattan.
E D
b) Bestdm kvoterna % och %, diar Eq, ochD; ar det elektriska faltet och den
2 2
elektriska flodestdtheten i vakuumdelen medan E5 och Dy dr motsvarande storheter
i plastcylindrarna.

¢) Hur stor bunden ytladdning finns pa den 6vre plana ytan av varje cylinder?

En lang rak ledare for likstrommen /. En kvadratisk metallslinga med sidan a och
resistansen R &r placerad rakt under ledaren med 6vre sidan pa avstandet a fran le-
daren, enligt figur. Vid ¢t = 0 sldpps metallslingan som da faller nedat. Dess hastighet
okar linjart med tiden enligt v = gtx, dér g dr tyngdaccelerationen. Metallslingans
ledare antas vara tunn och slingans sjalvinduktans kan férsummas.

Bestédm den inducerade strommen i(t) i metallslingan for ¢ > 0.



Ett klot med radien R ar uppdelat i ett 6vre och ett undre halvklot. Det &vre
halvklotet har rymladdningstétheten p och det undre rymdladdningstédtheten —p.
Overallt #r relativa permittivitteten ett och konduktiviteten noll.

a) Bestam det elektriska féltet i centrum av klotet.

b) Bestdm det elektriska filtet i punkten (0,20R, 20R).

Ledning: Dipolmomentet for en laddningstéithet p(r) ges av p = [, p(r)rdV.

a) En koaxialkabel bestar av en tunn cylindrisk innerledare med radie a, och en
tunn cylindrisk ytterledare med radie 4a, se 6vre figuren. Beridkna koaxialkabels
sjalvinduktans per langdenhet, L, genom att forst bestdmma magnetiska flodet per
langdenhet genom en lingdsektor av kabeln da en strém [ gar genom den inre
ledaren och en strom —I genom den yttre ledaren. Overallt géller u, = 1.

b) Kontrollera ditt resultat genom att forst berikna den totalt upplagrade mag-
netiska energin W, per lingdenhet i koaxialkabeln och sedan anvénda relationen

1
Wm - 5[/[2
c) Antag att innerledaren fortfarande dr tunn och har radien ¢ medan ytterledaren
bestar av ett metallror med innerradie 4a och ytterradie 5a, se undre figuren. Det
flyter en strom I i innerledaren och strém —1 i ytterledaren. Strommen antas vara

jamnt fordelad 6ver ytterledarens tvérsnitt. Bestdm magnetiska flodestatheten B(r)
overallt.



A

I halvrymden z < 0 rader vakuum medan halvrymden z > 0 bestar av ett oledan-
de dielektriskt material med relativ permittivitet ¢, > 1. En planvag Eq(z,t) =
FE; cos(kyz —wt)@ sénds in fran vénster och ger upphov till en reflekterad och trans-
mitterad planvag. Genom att &ven sénda in en lamplig planvag Es(z,t) fran hoger
i den dielektriska halvrymden kan den reflekterade planvagen i z < 0 slackas ut.
Det betyder att for z < 0 blir totala faltet E,(z,t) = Ej cos(kiz — wt)@. Bestdm
E2 (Z, t) .

En elektrisk dipol med dipolmoment p = pz befinner sig i origo. Ett elektriskt falt
E = Eyz, skapat av yttre kéllor, finns ocksa i omradet. Det rader vakuum overallt.
a) Bestdm en radie R, uttryckt i Ey, p och g for vilket det totala elektriska féltet
saknar # komponent, dar 6 ar polvinkeln i sfiariska koordinater.

b) En perfekt ledande sfir med radien a placeras i ett homogent elektriskt falt
E = Eyz. Bestam det totala elektriska féltet for » > a. Sfarens centrum &ar placerad
i origo och det &r vakuum foér r > a.



Losningar till tentamen i EF for 73 och F3

Tid och plats: 31 oktober, 2018, kl. 14.00-19.00, lokal: MA10 A-H.

Kursansvarig larare: Anders Karlsson.

Lo6sning problem 1

Kondensatorn kan ses som tva parallellkopplade plattkondensatorer. Den ena med
arean A, = m100a? — 5ma? = 95ma® och vakuum, och den andra med arean 5ma? och
fylld med plast. Totala kapacitansen &r

£095ma’®  epe,Hma’
d d

a) Laddningen pa den 6vre plattan ar
2

C:

Svar: Qf = CV, = 115807m Vo
Vi
b) E1 = E2 = EO,%, D1 = €0E1 och D2 = 805TE2, vilket ger
I | D1
Svar: —— = 1 samt = 0.25.
| | | Ds|

1%
c) Den totala ytladdningstéitheten ges av ps = g9z - Ey = 5030 och den fria yt-

1%
laddningstatheten ar ps = 2 - Dy = 50@—0. Den bundna ytladdningstédtheten

d
Pbs = Ps — Prs
R RN RPN
Pbs—ﬁod €o€rd = Er €0d
och den bundna ytladdningen

Svar: Q = —7ra235030

Lo6sning problem 2

2
For ¢ > 0 befinner sig den ovre sidan vid z;(t) = a + 97 och den undre vid

gt* o
To(t) = 2a + DR Flodet ar

Den inducerade EMK:n kan skrivas

dt - 2m \ dt  xy(t) dt (1)

Det ger den inducerade strommen i(t) = = till

, apol gt 1 1
t) = — 1
it) TR <2a+gt2 da + gt? (1)




Lo6sning problem 3

a) Bada halvkloten ger samma bidrag till det elektriska filtet. Vi bestdmmer bidraet
for den 6vre och multiplicerar med 2.

E(0)=-2 / / / —7 2sin @' dr'd6’d¢’
471'50

dér 7 = (sin @ cos ¢, sin @ sin ¢', cos #'). Integrationen i ¢/ —led gér att endast z—komponenten

ar skild fran noll. Det ger
p ©/2 prR
—= / / cos @ sin @' dr'df’'z
€0 Jo 0

™ . 1 T . 1 °
Eftersom [ 2 cos @' sin 0 A0’ = 5 Jo /2 sin(260") d¢’ = 5 fas

Svar: E(0) = ——2z.

b) Vi anvinder dipolapproximationen. Av symmetriskél ges dipolmomentet av

w/2
/ r)rdv = 2p/ / / 7 sin @' dr'dd'd¢’

Det ger
/ ’rdv—2p/ / / 7 " sin @' dr'dg'd¢’
och .
_ TpR 5
2
Dipolfiltet ar
E(r)= (27 cos 6 + O sin §)

deqrs

I punkten r = (0,20R, 20R) galler r=20V2R, 0 = — och ¢ =m/2, cosf =sinf =
1 y+z

E, 7 och@z \/5

<>

. Det ger

Lo6sning problem 4

I
a) Flodestatheten mellan ledarna ges av B = ;Lcﬁ I 6vriga omraden &r den noll.
r

Det magnetiska flodet genom en lingdsektion (langd ¢) av kabeln blir

b b
@:é/ B(r)~q,’)drczluo/ idrczﬂﬂln(é)
a 0 27T 2m a



vilket ger sjilvinduktansen L per ldngdenhet

¢ _ Mo
=77 on @)

b) Som kontroll kan vi rdkna ut den upplagrade magnetiska energin per lingdenhet.
Den upplagrade energin per lingdenhet i koaxialkabeln &r (V' &r volymen i omradet
mellan ledarna pa en lingd ¢, dv = r.dr.d¢ dz)

b 272 2 b 2
pol 17 g dr.  I7po b
m BBd——Ql —cdc:_ :_1 _
2l,u0// v 2o /a 47T2T2r " 4 Te 4 . a

a

vilket vid jamforelse med uttrycket Wy, = LI?/2 ger

Ho
L="mu
5 n(4)
) Stromtéitheten i den yttre ledaren ir J(r.) ! : L
C romtatheten 1 den re ledaren ar Te) = — z = — zZ.
Y 7((5a)% — (4a)?) Ora?

Amperes lag ger

(O, O<r.<a

pol
277,

qb a<r.<4a

I 1 5
fo (1 - @(rf — (4a)z)> ¢, 4a <r. < 5a

27T,

L0, 71> 5a

Lo6sning problem 5
Den infallande vagen som propagerar at hoger ger en reflekterad vag
Ef(2,t) = EyR; cos(kiz + wt)&
dar R, ar reflektionskoefficienten
e
1+ /&

Den infallande vagen i dielektrikat later vi vara Ey(z,t) = Es cos(koz + wt)x, dér
ky = k1y/€,. Den ger upphov till en transmitterad vag

R, =

El(z,t) = E;T cos(kyz + wt)@
dar, eftersom vagen faller in fran dielektrikat,

_ 2/
1+




For att utslickning skall ske krivs att E¥(z,t) + EL(2,t) = 0 for z < 0. Det ger

EyR e — 1
Ez__L:EO\/Q_\/g_

T

och

cos(kez + wt)@

Lo6sning problem 6
a) Totala elektriska filtet ges av

p
deqrs

E(r) = Eyz + (27 cos 0 + @'sin )

Kravet r att 6 - E(r) = 0. Eftersom 0 - 2 = —sin 0 far vi

p
—F =0
o+ 4dregr3

1/3
R=(—2
47T€0E0

b) Vi utnyttjar resultatet fran a)-uppgiften. Om vi ldgger en dipol med styrkan
p = Eydmega®Z i origo far vi att det totala tangentiella elektriska filtet dr noll for
r = a. Randvillkoret for en perfekt ledande sfiar ar darmed uppfyllt av det konstanta
elektriska filtet plus ett dipolfilt med p = Fodmega®. Det gor att det totala elektriska
faltet utanfor sfaren ar

Darmed ar radien

E0a3
r3

E(r)=Eyz + (27 cos 6 + O sin B)

Notera att det inte finns nagon verklig dipol i origo men att den inducerade ytladd-
ningen ger upphov till ett dipolfélt.



