Skriftlig tentamen i Elektromagnetisk faltteori
for 73 (ETEFO01) och F3 (ETE055)

Tid och plats: 4 januari, 2016, kl. 8.00-13.00, lokal: Sparta B.
Kursansvarig liarare: Anders Karlsson, tel. 222 40 89.
Tillatna hjalpmedel: Formelsamling i elektromagnetisk faltteori samt kalkylator.

Betygsiattning: Varje uppgift ger maximalt 10 poéng. Slutbetyget pa tentan ges
av heltalsdelen av (totalt antal poéng)/10, dock hogst 5.

En sfir med radien a och konstant rymdladdningstdthet —p dr omgiven av ett
sfariskt skal med innerradie a, ytterradie 2a och konstant rymdladdningstéithet p.
De é&r placerade i en kub med tunna metallviggar. Kuben har sidan 5a och &r
oladdad, d.v.s. dess totala laddning ar noll. Sfiren, skalet och kuben har alla sina
centrum i origo. Overallt giller &, = 1 och det finns inga laddningar utanfor kuben.

a) Bestdm totala laddningen pa insidan av varje metallvigg.

b) Bestdm totala laddningen pa utsidan av varje metallvigg.

¢) Bestdm ett approximativt viarde pa E(100a, 100a, 100a).

Figuren visar en fordelning av féljande tre laddningar: Ett tunt halvsfariskt metall-
skal med totalladdningen @). Det &r placerat sa att sfiren har sitt centrum i origo.
En horisontell tunn metallring med radien a, centrum i » = (0,0, —a) och laddning
(). En punktladdning @ i punkten (a, 0, a).

a) Bestdm potentialen i origo.

b) Antag att man fragat efter det elektriska féltet i origo. Kan man med formel-
samlingens hjéilp bestdmma féltet? Om du svarar ja sa beskriv kortfattat hur man
kan ga tillvadga och om du svarar nej sa beskriv varfér man inte klarar av det.
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For att klara denna uppgift behévs inga kunskaper om antenner. En rak linjar
halvvagsantenn med ldngd L ger pa ett mycket stort avstand fran antennen en
elektromagnetisk vag som i ett begrdnsat omrade kan anses vara en planvag. Om
antennen ar riktad i z—led, enligt figur, och har strémmen

i1(z,t) = I cos (%) coswt, —L/2 <z < L/2
ger den pa ett stort avstand pa x—axeln det elektriska faltet
E(z,t) = zal cos(wt — kx),

dér a ér en konstant och k = w/c ar vagtalet. Ytterligare en halvvagsantenn kopplas
in. Den &r riktad i y-led, enligt figur, och har strommen

ia(y,t) = Iz cos <%> cos(wt + @), —L/2 <y < L/2
a) Bestdm I, uttryckt i /7, och ¢ sa att det totala elektriska féltet pa x—axeln,
pa stort avstand fran antennerna, ar en linjarpolariserad vag med elektriska faltet
riktat parallellt med planet y = z.
b) Bestam Iy, uttryckt i I, och ¢ sa att det elektriska filtet pa z—axeln, pa stort
avstand fran antennnerna, dr en cirkuldrpolariserad vag.
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Undersok foljande tva fenomen for en fagel pa en kraftledning.

a) En fagel som sitter pa en ledning kommer att virmas upp en aning pa grund av
att magnetfiltet inducerar en strom i fageln. For att bestdmma effektutvecklingen i
fageln kan man anvédnda en enkel modell, se figur. Fageln ersétts av den rektanguldra
slingan med bredden ¢ och langden b — a, enligt figur, ddr den ena sidan befinner
sig pa avstandet a fran kraftkabelns symmetriaxel och motsatta sidan pa avstandet
b. Slingans resistans dr R. Totala strommen som gar genom kraftledningen ges av
i(t) = Iycos(wt). Bestam ett uttryck for den tidsberoende inducerade effekten p(t)
i fageln uttryckt i R, Iy, w, a, b, ¢, t och kidnda naturkonstanter.

b) Fageln antar samma potential som ledningen och laddas darfér upp och ur i
takt med strommen i ledningen. For att ta reda pa hur stora strommar dessa upp-
och urladdning ger upphov till i fagelns ben kan vi anta att fageln &r en metallsfir
med radien ry. Uttryck fagelns laddning ¢(t) i dess potential v(t) = Vj cos(wt) och
radien 7y da sfaren befinner sig i ett odndligt tomrum dér potentialen &r noll i
oandligheten. Bestdm strommen i¢(¢) som gar genom fagelns ben.

Extra: Om du har tid kan du sétta in foljande nagorlunda realistiska vérden
(detta ger inga poéng): w = 1007 rad/s, Iy =500 A, a =2 cm, b =6 cm, ¢ = 4 cm,
R =100, ro =2 cm, V5 =400 kV.



En plattkondensator bestar av tva parallella cirkuldra metallplattor med radien a
och med ett avstand d mellan plattorna diar d < a. Kondensatorns symmetriaxel
sammanfaller med z—axeln och plattorna ligger i planen z = d/2 respektive z =
—d/2. Det ar till att borja med luft mellan plattorna. Kondensatorn laddas upp sa
att den 6vre plattan far potentialen /2 och den undre potentialen —V/2.

a) Bestdm ett approximativt virde pa det elektriska filtet E; mellan plattorna
och bestdm den totala fria laddningen ¢ pa den Gvre plattan.

b) Bestdm ett approximativt virde pa de tre faltvektorerna E,(r), E,(r) och
E.(r) i punkten r = (10a, 0, 10a).

¢) Omradet mellan kondensatorplattorna fylls med ett dielektriskt oledande ma-
terial med relativa permittiviteten €, och kondensatorn laddas upp till spanningen
V. Bestdm aterigen ¢, E; och de tre komponenterna av E(10a, 0, 10a).
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En rak spole har langden L, radien a och N lindningsvarv, se exemplet i figuren. Led-
ningarna som matar spolen med strom kan antas vara oandligt langa och vertikala.
Spolen &r centrerad sa att dess mittpunkt ligger i origo. Overallt &r j, = 1.

En likstrom I drivs genom spolen. Den magnetiska flodestétheten i origo, B(0),
kan bestdmmas med olika grader av approximationer.

a) Bestdm B(0) genom att anta att spolen &r tétlindad med N > 1, att L > a och
att magnetiska flodestdtheten ar konstant inuti spolen och noll utanfér. Forsumma
bidraget fran de raka ledarna.

b) Bestam B(0) genom att anta att spolen dr téatlindad, men utan att anta att
L > a. Spolen kan da antas besta av N tétt liggande cirkuléra slingor déir det gar
en strom I genom vardera slingan. Férsumma bidraget fran de raka ledarna.

¢) Férsumma B,(0) och B,(0) och bestdm ett exakt uttryck fér B,(0). Hansyn
skall tas till att lindningen &r spiralformad och att spolen matas via de tva raka
ledarna.



Losningar till tentamen i EF for 73 och F3

Tid och plats: 4 januari, 2016, kl. 8.00-13.00, lokal: Sparta B.

Kursansvarig larare: Anders Karlsson.

Lo6sning problem 1

Totala laddningen for sfar och skal ar

47(2a)? 4ma’
Q:P(W((w —27m):p87m3

3 3

a) Det induceras laddningen —@Q pa insidan av kubens véggar. Varje innervégg

far ddrmed laddningen
4ma’

3

b) Eftersom kuben &r oladdad finns en total laddning @ pa kubens ytterviggar.
Av symmetriskal fordelas laddningen sa att alla yttersidor far lika stor laddning.
Totala laddningen per sida blir da

Gin = —pP

4dra®
3

c¢) Pa langt hall ser kuben ut som en punktladdning i origo med laddningen Q.
Det ger det elektriska faltet

qut = P

B 2pa’
£03v/3(100a)?

Q
4me03+/3(100a)?
2pa
- _(1,1,1
503\/3104( )

E(100a, 100a, 100a) = (1,1,1) (1,1,1)

Lo6sning problem 2

a) Ytladdningen pa halvsfiaren ligger pa avstandet a fran origo, linjeladdningen pa
ringen pa avstandet v/2a och punktladdningen pa avstandet v/2a.
Det ger

Vo - @ 4 Q@ _QWatY
4mega Areg/2a dmrega
b) Man klarar inte av att bestdmma det elektriska filtet. Det gar inte att pa
ett enkelt sétt fa fram hur ytladdningen pa sfiren och linjeladdningen pa ringen &r
fordelade. Det gor att integraluttrycken i formelsamlingen for det elektriska féltet ar
oanvindbara. For att bestdmma det elektriska filtet krdvs ett numeriskt program,
baserat t.ex. pa finita elementmetoden, som loser randvardesproblemet.

Lo6sning problem 3

a) Vilj Iy = I och ¢ = 0. Da svinger y— och z—komponenterna i takt och &r lika
stora.
b) Vaj I, = I, eller Iy = —I;, och ¢ = /2 eller ¢ = —7/2.



Lo6sning problem 4

a) Magnetiska flodestdatheten runt ledningen ges av

. Hoi(t)
B ()] =
(re, ) = ¢ -
Det magnetiska flédet ges av
b .
t
O(t) = c/ @ B(re,p)dr. = c%() In(b/a)

" 7r

Den inducerade strémmen ges av

1 d®(t) _ cpolowln(b/a) sin(wt)

R dt 27 R

iind (1) =

Den inducerade effekten ar

p(t) _ R(iind(t))Q _ % (C/LOIOU;:’IU?/G)) sinz(wt)

b) En sfir med laddning ¢ har potentialen

q(t)
) =
U< ) 471'507”0
B iy o dg(t) .
Det ger q(t) = 4megrov(t). Strommen ges av i¢(t) = T —wdmegreVp sin(wt).

Ertra: Insatta viirden ger di,q(t) ~ 14sin(wt) pA och p(t) ~ 2 - 1078 sin?(wt)
W. Detta ar for litet for att virma fageln. Upp- och urladdningen ger strommen
ir(t) =~ —280sin(wt) pA , d.v.s. 20 ggr storre dn den inducerade strommen.

Lo6sning problem 5

€0ErS .. ;
"~ dar S = wa? dr kondensatorns

Kapacitansen for en plattkondensator ar C' =

yta och ¢, ar relativa permittiviteten i materialet mellan plattorna.
2

goma’V .

0 pa den 6vre plattan. Den undre

Vv
plattan har laddningen —q. Det elektriska faltet ges av | = —Eé

a) Da e, = 1 ér laddningen ¢ = CV =
b) Vi anvénder dipolapproximationen. Dipolmomentet for kondensatorn ar p =
zp = 2qd = 2e9ma®V . Elektriska filtvektorn ges av

p . A o
E(r)= p— (27 cos 0 + @sin )

I punkten r = (10a,0,10a) giller r = v/210a, § = /4, # = (1,0,1) och 0 =

1
V2
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E(l, 0,—1). Det ger

3a’V
Ealr) = 16v/2(10a)?
E,(r)=0
B.(r) = _av

16v/2(10a)3

¢) Kapacitansen ar nu &, ganger storre och darmed blir den fria laddningen

 eogma’V
N d
Det elektriska féltet inuti kondensatorn bestdm av V och &r ddrmed oforandrat,
V.
dvs., B =——2.

For att bestimma FE(10a,0,10a) behover vi veta dipolmomentet. Det ges av
P = Giordz, dir gy dr totala laddningen vid den 6vre plattan, d.v.s. summan av den
fria och bundna laddningen. Den totala ytladdningen pa ¢vre plattan ges av nor-
malkomponenten av det elektriska faltet, ps = —e¢z - E1. Eftersom E; ar detsamma
som i a) blir dipolmomentet och ddrmed E(10q,0, 10a) samma som i b).

3a?V
Ealr) = 16v/2(10a)?
Ey(r)=0
E.(r) = oV

16v/2(10a)3

Lo6sning problem 6

a) Antag ett konstant magnetfilt H = 2zH inuti spolen och noll félt utanfor.
Amperes lag ger HL = NI. Darmed géller

NI
B(0,0,0) = “OL 3

b) Biot-Savarts lag ger AB(0,0,0) fran en cirkuldr slinga med strom AI och
mittpunkt i z. Formeln finns i formelsamlingen

qu[ 0/2 ~
2 (a2 + 22)3/2z

AB(0,0,0) =

N
En del dz av spolen for strommen d/ = [ fdz. Det ger foljande uttryck for B(0,0,0)

, L2

oNIa 1 .

B(0,0,0) = 2] /(a2+zz)3/zdzz
—1/2




Integralen finns i formelsamlingen. Resultatet blir

po NI 5
NI

B(0,0,0) =

Vi ser att vi far resultatet i a) om L > a.

¢) Av symmetriskél bildar B fran de raka ledarna cirklar i zy-planet. De raka
ledarna ger darfor inget bidrag till B, (fas dven enkelt fran Bio-Savarts lag). Anvénd
Biot-Savarts lag for att bestémma B,(0,0,0). Parameterframstéllningen av kurvan
ar r(yp) = (acosp,asing, —L/2 + Ly/(2N7)), 0 < ¢ < 2Nm. Det ger

g = 4y
dy
r—r' =—r'"=(—acosy’, —asiny',L/2 — Ly’ /(2NT))

7 — 7| = /a2 + (L/2 — Ly'/(2N7))?

L
dp = <—a sin p, a cos @, W) dep
i

Vi far
Z2-dl x (r—7")=a*dyp
Biot-Svart ger nu

2N

pola? / 1
B.(0,0,0) = d
0.0.0="5 | @@z Lo annme?
. N 2NT

Variabelsubstitutionen z = L/2 — Lp/(2N7), dp = — 7 dz ger
, L2

NI 1 NI

B.(0,0,0) = F-—1 / P
2L (a? + 22)3/2 2 /a? + (L/2)?

~L/2

Vi ser att detta &r exakt samma uttryck som i b). Skillnaden mellan b) och ¢) visar
sig om vi dven bestdmmer B, och B,.



