Forelasning 11

9.1-9.2.2 i Griffiths

Vagekvationen

Fran Maxwells ekvationer
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VxE= ~ Faradays lag
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V-D =p; Gauss lag
| V- B =0 Flodeskonservering

ar det ganska rattframt att harleda vagekvationer for de elektriska och magnetiska
falten. Antag linjira, isotropa, homogena (u, € konstanta) material, d.v.s.
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d.v.s. den tredimensionella vagekvationen med en kéllterm Vp;/e + u%. Varje
kartesisk komponent uppfyller den endimensionella vagekvationen.
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dar ¢ = 1/,/pe=vaghastigheten. I vakuum &r vaghastigheten exakt given av ¢y =
299792458 m/s.

Pa samma sitt hérleds den tredimensionella vagekvationen fér det magnetiska
faltet H (7, t). Resultatet ar
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Félten E och H skapas i nagot omrade déar det finns laddningar och strémmar,
t.ex. i en antenn. Failten fardas ut fran omradet som elektromagnetiska vagor.
Félten for dessa vagor maste uppfylla ekvationerna ovan.

I kallfritt vakuum géller de homogena vagekvationerna
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Planvagslosningar och deras egenskaper

Losningar till vagekvationerna (0.2) som bara beror av z och ¢, d.v.s. E(z,t) och
H (z,t), kallas plana vagor eftersom de for en fix tid &r konstanta vektorer i varje
plan z = konstant. Pa stora avstand fran en kélla &r planvagsapproximationen
ofta relevant och den férenklar bade analysen och den fysikaliska tolkningen. Av
dessa anledningar anvénds den flitigt inom optik och mikrovagsteknik. Har foljer
tre viktiga egenskaper for plana vagor i vakuum:

1. Plana vagor ar transversella, F.(z,t) = 0 och H.(z,t) = 0.

2. Tva typer: E*(z — ct) som rér sig i positiv z—led och E~(z + ct) som 16r sig
i negativ z—led
E(z,t)=E*(z—ct)+ E (2 +ct)
H(z,t)=H" (2 —ct)+ H (2 +ct)

3. Regeln om hogersystem: Lat k vara planvagens utbredningsriktning. Da bildar
E, H, k ett ortogonalt hégersystem dar

E
u =1 = M —120r0 = vagimpedansen for vakuum
|H | €0
El : .
E = ¢p = ljushastigheten i vakuum
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En planvag med utbredningsriktning k, dir k dr en enhetsvektor, kan skrivas

E(I%'T—Cot)
H(k-r—cot)=n'k x E(k -7 — cot)



Tidsharmoniska plana vagor

En tidsharmonisk planvag varierar sinusformat i bade rum och tid, med konstant
frekvens. Nastan all tradlos kommunikation sker med hjéalp av bérvagor som &r
tidsharmoniska. Aven inom optiken #r tidsharmoniska vagor vanliga. En laser ger
t.ex. ifran sig ljus med en bestdmd frekvens och detta ljus ar da tidsharmoniskt. En
tidsharmonisk planvag som ror sig i positiv z—led kan skrivas

E(z,t) = Eysin(kz — wt + ag)@ + Eysin(kz — wt + ay)y
H(z,t) =n;"'2 x E(2,t) = ny ' (Eosin(kz — wt + )y — By sin(kz — wt + a1)&)

2
Har ar w = 27 f =vinkelfrekvensen, f =frekvensen, k = “ Tﬁ =vagtalet, A =
Co
«© =vaglangden, oy =fasvinkel och a; =fasvinkel.

Kommentar: Filten E och H skapas i nagot omrade dér det finns laddningar
och strommar som varierar tidsharmoniskt, t.ex. i en antenn. Falten fardas ut fran
omradet som tidsharmoniska elektromagnetiska vagor som maste uppfylla vagek-
vationerna. Langt bort fran omradet ar vagen sfirisk, d.v.s. vagen ror sig med
ljushastigheten radiellt ut fran antennen. Vi kommer att behandla sfariska vagor i
antennavsnittet senare i kursen. Lokalt kan vagen ofta approximeras med en plan-
vag, se figur, vilket ar en fordel eftersom planvagor ar enklare att analysera &n
sfariska vagor.
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Figur:Den véanstra figuren visar det elektriska vektorfaltet for det spridda
ljuset fran en liten partikel (tex molekyl). Féltet ar en sfirisk vag som
fardas med ljusets hastighet radiellt ut fran partikeln. I den markerade
rektangeln ar vagfronten néstan plan och féltet kan approximeras med
planvagen som visas i den hogra figuren

Polarisation av plana vagor (Kap. 9.1.4)

Ett tidsharmoniskt vektorfélt, t.ex. E, har foljande egenskaper:

1. E-féltet svinger i ett plan (polarisationsplanet)



2. E-faltet beskriver en elliptisk bana i polarisationsplanet.
Exempel: Cirkularpolariserade vagor, vars polarisation dndras med tiden. Kan
beskrivas som tva vinkelrdta och fasforskjutna delvagor/komposanter, som
byter plats med varandra:

E(z,t) = Eycos(kz — wt)@ + Eysin(kz — wt)y
Alternativt,
E(z,t) = Eycos(kz — wt)x — Eysin(kz — wt)y
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3. Rorelsen kan vara moturs (medurs) beroende pa teckenskillnaden mellan kom-
posanterna, och vagen kallas da hoger-(vénster-)elliptiskt polariserad

Losning av vagekvationen (kursivt)

Pa foreldsning 13, som handlar om antenner, behover vi anvanda l6sningen till den
skaldra vagekvationen for att kunna konstruera de tidsberoende elektromagnetiska
filten fran en antenn. For fullstindighetens skull visar vi héar hur man far fram
16sningen i det skalédra fallet. Tentamen kommer inte att innehalla uppgifter dar det
krévs att man forstar hdrledningen. Man férvantas dock forsta slutsatserna av denna
hérledning, den inringade relationen i slutet, och att losningen &r kausal, d.v.s. att

det tar en tid |r — 7’| /c for en signal att fardas strickan |r — 7’|

Vi skall nu studera 16sningarna V' = V' (r, t) till vagekvationen
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LTV e 0:2)
Detta dr samma ekvation som dyker upp i akustiken. Enda skillnaden &r att
vaghastigheten ar betydligt ldgre for akustiska vagor an for elektromagnetiska va-
gorna. Lat kédlltermen forst vara en "punktladdning" i origo, d.v.s.

p(r,t) = d(r)q(t)

V2V (r,t)



Denna deltafunktion skall hjélpa oss fa fram l6sningen till (0.2).
Vi soker sfariskt symmetriska 16sningar V' = V (r,t). I sfiriska koordinater far vi
vagekvationen

o () - SED — stryato (+)

r20r or 2 o
En 16sning till den kéllfria ekvationen &r

V(rt) = M, r>0

dér f ar en godtycklig (snéll) funktion. ! Funktionen f bestims av funktionen ¢(t)
i origo. Resultatet ar
q(=¢&/c)

1© =7

Bevis Vi visar detta resultat, men beviset kan hoppas 6ver for den som inte &r
intresserad. Integrera bada sidor i (%) 6ver ett klot centrerat i origo med radie .

/] V) dv=g /// T /// do = —q(t) (1

De olika termerna i vanster led blir:
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och med divergenssatsens hjélp

//T‘<ewdvz//r VV -7 dS = 4ne %f( - ct)

V(VV)
=47e? (f’(EE— ) _ f(E; Ct)) — —Anf(—ct), €—0

T=€

Vi kontrollerar detta genom att berikna de partiella derivatorna m.a.p r och ¢.
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Resultatet fran (f) blir i gransen € — 0:

drf(=ct) = q(t)

vilket visar det onskade resultatet. ]
Losningen till vagekvationen (%) blir darfor
vy - Hr=et) gt =rjo

r A7y

Losning for translaterad "punktladdning" r — |r — /|

gt —|r —7'|/c)
Am|r — 7|

V(rt) =

Totalt fran hela laddningsférdelningen p(r, t) fas genom att integrera 6ver alla kéllor,

d.v.s.
V(T,t):/// p("',t—|7'_'r‘/0)dv,
R3 At|r — /|

Fysikalisk tolkning:
gangtid |r—7'[/c

mitpunkt (r,t)
—- killpunkt (r,t-|r—7/|/c)

Origo

Tidsargumentet i integralen &ar tidsforskjutet med gangtiden mellan kéll- och mét-
punkt.

Jamforelse med det elektrostatiska fallet

VAV (r) = —p(r)/co

Vo= [lf e

vilket motsvarar oéndlig utbredningshastighet c.

med 16sning



