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Forord

Exempelsamlingen i Elektromagnetisk féltteori anvénds i kurserna Elektromagnetisk
faltteori for F och Elektromagnetisk filtteori for Pi. Bada dessa kurser anvéander
kursboken Introduction to Electrodynamics av D. J. Griffiths. Exempelsamlingen &r
till viss del anpassad till kurshokens konventioner och beteckningar. Kapitelindel-
ningen dr densamma som i kursboken.

Ett flertal av problemen i exempelsamlingen &dr gamla tentamensuppgifter som under
de senaste aren givits i kursen Elektromagnetisk fdltteor: for F och Elektromagnetisk
faltteors for Pi. 1 varje kapitel har dessa problem kompletterats med lite enklare
uppgifter som inte kraver alltfor langa rakningar. Till samtliga tentamensuppgifter
finns fullstdndiga l6sningar medan det till de enklare uppgifterna endast finns svar.
Kapitel 1 innehaller problem som é&r tdnkta som repetition och uppfriskning av
kunskaperna i grundlaggande vektoranalys.

Om du har nagra synpunkter pa exempelsamlingen sa tveka inte att ldmna des-
sa till foreldsaren eller 6vningsledaren. Det gar ocksa bra att skicka e-post till:
anders.karlsson.lth.se.

Tack till Johannes Skaar, NTNU, och Daniel Sjoberg, elektro- och informationstek-
nik, som bidragit med uppgifter och synpunkter.

Lund i september 2018

Anders Karlsson
Gerhard Kristensson
Christian Sohl
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1 Vektoranalys 1

1 Vektoranalys

1.1

Vad &r z-komponenten av enhetsvektorn 7 i det sfariska koordinatsystemet i punkten

0,0,1)

b 10)

) (
) (0,

c) (5,0,0)
) (0,5,0)
) (0,5,5)

1.2

Vad ar z-komponenten av enhetsvektorn 0 i det sfiriska koordinatsystemet i punkten

a) (0,0,1)
) (0,0,-10)
c) (5,0,0)
) (0,5,0)
) (0,5,5)

1.3

Betrakta foljande vandring: Forst gar promenaden 10 km stderut, sedan lika lang och
véster. Avslutningen gar 10 km norrut. Personen &r da tillbaka vid utgangspunkten.
Var startade hon? En viktig information saknas: Pa vigen sag hon en isbjorn pa
avstand.

1.4

Betrakta vektorfilten A(r) = (z,v,0) och B(r) = (—y,z,0). Skissa filten genom
att rita vektorpilar i nagra val valda punkter. Kan du ténka ut nagon fysikalisk
situation som dessa félt kan beskriva? Kan du utan att géra nagon beridkning tala
om vilket félt som har rotation? Samma fraga om divergensen. Uttryck bégge félten
i cylinderkoordinater.
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1.5

Infor ett nytt vektorfalt C(r) = f(r.)B(r), dir B &r samma som i féregaende
uppgift och r. = /2?2 + y2. Bestdm funktionen f sa att linjeintegralen langs varje
sluten cirkel som ligger i ett plan z = konstant med medelpunkten i (0,0, z) har
samma virde oberoende av cirkelns radie. Vad blir linjeintegralen lings andra slutna
kurvor?

1.6

I en kédrnreaktor produceras fria neutroner genom fissionsprocessen. Detta innebér
att det i kontinuitetsekvationen finns en killterm. Vi betraktar i detta exempel
en sfarisk reaktor med radien R. I det stationéra fallet géller foljande kélltédthet, i
sfariska koordinater:

1 .
k(r) = Aﬁ; sin(7r/R), r<R

Kontinuitetsekvationen lyder i detta fall: V - 3 = k.

a) Visa att foljande vektorfilt som beskriver neutronflodet satisfierar kontinui-
tetsekvationen:

jir)y=A (—%%COS(?TT/R) + r_12 sin(yrr/R)> P r<R

b) Hur stort dr det totala neutronflddet ut ur reaktorn?

1.7

Temperaturfordelningen i en kropp beskrivs av skalarfiltet (sfariska koordinater):
an 2
T(r)="Tp (—) (2 + cos ¢)
T

Punkten P har koordinaterna: r = 2a, ¢ = w/2, 6 = 7 /4. I vilken riktning utgaende
fran P vixer temperaturen snabbast? Hur stor dr temperaturokningen per lingd-
enhet i denna riktning?
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1.8

Temperaturen i en fast kropp med varmekonduktivitet A\ beskrivs vid en viss tid-
punkt av

T(r) = Tyexp(—(2* + y* + 2%)/(2a%))
a) Var dr varmestrommen storst?

b) Beridkna storlek och riktning av den maximala virmestrommen.

1.9

En vitska strommar i ett rakt cylindriskt ror med radien a. Enligt stromningslaran
maste vitskans hastighet vid rorets yta vara = 0. Vitskan kan betraktas som in-
kompressibel, vilket innebér att V - v = 0, dir v betecknar vétskans hastighet.

a) Vilka av foljande hastighetsfilt uppfyller villkoren?

v=uv((1=r/a)re+ (1 —1./a)2)
v =191 —(re/a)")z
v =g ((1 —r¢/a) sin g + (1 — rc/a)2>
v =1 ((L=re/a)d+ (1 (re/a)")z)
b) Bestdm flodet genom roret for de hastighetsféilt som uppfyller villkoren.

c) Vitskan pumpas genom roret av en roterande propeller. Vilket av ovanstaende
hastighetsfilt tror du bést beskriver flodet?

1.10

En vattenspridare placerad i origo séander ut vatten likformigt at alla hall. Vatten-
stromtétheten j(7) (enhet?) kan uttryckas med hjilp av sfiriska koordinater som
J(r) = f(r)r. Bestdm funktionen f(r) sa att vattenstrommen genom alla sfériska
ytor med centrum i r = 0 ar A.

1.11

Det blaser sydvistlig vind 6verallt pa jorden, styrkan ar 5 m/s. Beskriv det vektorfalt
som beskriver vinden vid jordytan i sfiriska koordinater. Ar detta f&lt rotationsfritt?
Ténk efter och diskutera. Berdkna sedan rotationen i sfiriska koordinater! Ar det
samma vindriktning i Kina som i Sverige?
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Vektoranalys: svar och l6sningar

S1.1

a)l b)—-1 ¢)0 d)0 e)1/V2

S1.2

a)0 b)0 c)—1 d) -1 e)—1/V2

S1.3

Hon startade pa nordpolen. Det finns punkter néra sydpolen (var?) dér hon kunde
startat men dér finns inga isbjornar. Observera att detta problem visar pa en sin-
gularitet hos det sfariska koordinatsystemet. Vid polerna &r inte riktningarna syd
och vist entydigt definierade.

S1.4

Vektorerna i A pekar ut fran z-axeln medan vektorerna for B ar tangentiella till
cirklar med medelpunkten pa z-axeln och som ligger i ett plan med normalvektorn

~

z.

A dr rotationsfritt medan B har en rotation. Foljande intuitiva forestéllning kan
vara bra: Tank dig vektorféltet som en vindstyrka. Cykla runt en sluten kurva. Har
du lika mycket mot- som medvind sa ar rotationen noll.

I cylinderkoordinater kan félten skrivas

S1.5

Linjeintegralen av C' ldngs en sluten cirkel ges av

j{C(T) - de= 7]‘(7"0)7“3 de = 2m f(re)r?

2
c*

For att integralen skall bli konstant skall vi alltsa vélja f(r.) = konstant/r
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Om vi véljer en annan sluten kurva kan vi utnyttja Stokes sats. Eftersom

1
VxC(r)=z— 0

re OT¢

(rcf(rc)rc) =0

sa dr linjeintegralen lédngs varje sluten kurva noll om den inte omsluter z-axeln. Om
kurvan omsluter z-axeln sa &r linjeintegralen lika med 27 - konstant

S1.6

a)

b) Totala neutronflodet fas genom att integrera dver den sfiriska ytan r = R:
I=§¢j4(r)-da=7-j(r)4rR* = 4Ar>

S1.7

Temperaturen vixer snabbast i samma riktning som V71'(r) pekar. I sfiriska koor-
dinater géller
0T (r) ~ 1 0T(r)
VT(r) =
(r)=7 or + rsinf  0¢

2 CL2 R
TO ") sin (be
r

a o
= _To2r_3(2 + cos )T —

rsin 6
I punkten P giller

1 . 1
VT(T') = —TO%T’ — T04a\/§

Temperaturen vixer alltsa snabbast i riktningen

2/2 1 - 1
p= Y2 b)) =-(2 2922

¢

Ty 3
Temperaturskningen per lingdenhet i riktningen p ges av [VT(r)| = —

a 44/2
S1.8
T
Véarmestrommen ges av j(r) = —AVT(r) = )\’r—g exp(—(2* + ¢ + 2%)/(2a%)).
a

a) Vi skriver detta i sfiariska koordinater:

(F) = —AVT(r) Af%rexp(—ﬁ 1(2a%)) = i (r)
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Vérmestrommen har ett extremvéirde nér f'(r) = 0 vilket sker da r = a. Man
ser att detta dr en maxpunkt eftersom viarmestrommen ar positiv 6verallt och
dessutom noll for 7 = 0 och r = co. Maximal virmestrom fas alltsa pa sfaren
r=a.

T
b) jmax = >\_O exp(_05)f.
a

S1.9

a) Det andra och fjérde féltet &r divergensfritt.
b) Bada det andra och fjirde alternativet ger flédet voman/(n + 2).

c) Propellerns rorelse kommer att rotera vitskan i ¢-led samtidigt som den ror
sig framat i z-led. Det ar det fjirde alternativet som bést motsvarar detta.

S1.10
oA
J(T)_Zlm”?
S1.11

A(r) =5/V2(—6 + ¢)
Faltet ar inte rotationsfritt (se forklaringen till uppgift 2). Matematiskt fas

V xA(r) = %(f'cotanﬁ —0—9)
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2 Elektrostatik

2.1

Fyra punktladdningar med lika stora laddningar ¢ &r placerade i xz-y-planet i punk-
terna (a,a), (a,—a), (—a,a) och (—a,—a).
a) Bestam kraften pa laddningen i punkten (x,y) = (a,a).

b) Genom att placera ut ytterligare en punktladdning kan man fa att totala
kraften pa var och en av de fem laddningarna &r noll. Ange var laddningen
skall placeras och laddningens styrka.

2.2

Du skall bestdamma den elektriska faltstyrkan E i punkten (0,0,2) (z > 0) fran en
laddad cirkulédr slinga som ligger i planet z = 0 med z-axeln som symmetriaxel.
Slingan har radien a och har en jamnt férdelad totalladdning @), enligt figur. I detta
fall bor man anvinda Coulombs lag

S /pz(r’)(r—r’) y

" 4meg lr — /|3

a) Ange, utan att ridkna, at vilket hall E &r riktat?
b) Vilket koordinatsystem dr lampligt att anvinda?
c) Parameterframstéll kurvan C.

d) Vad ér r i detta fall? Vad kallas denna punkt?

e) Vad ar vektorn 7’ uttryckt i det valda koordinatsystemet? Vad kallas denna
punkt?

f) Vad ar |r —7'|?
g) Ge ett lampligt uttryck for linjeelementet d¢’.

h) Bestdm linjeladdningstiatheten p,(r’).
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i) Bestam
r—7r
lr —r']3

j) Berikna integralen

2
| as
0

k) Vad blir E(0,0, z)?

1) Vad blir det dominerande bidraget pa E(0, 0, z) pa stora avstand z fran ringen?

2.3

Ett halvsfiriskt skal med radien a har konstant ytladdningstéithet. Skalets totala
laddning ar ). Bestdm kraften pa en punktladdning —(¢) som befinner sig i skalets
centrum.

24

Tva koncentriska sfariska metallskal har radierna a respektive 2a. Det inre skalet
har potentialen Vj och det yttre skalet &r jordat. I omradena r < a, a < r < 2a och
r > 2a ar det vakuum.

a) Bestdm potentialen V(r) 6verallt.

b) Bestdm laddningen pa det yttre och inre skalet.
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2.5

Kanterna i en kub bestar av tunna stavar med konstant linjeladdningstéathet py.
Inuti och utanfér kuben &ar det vakuum.

a) Bestam potentialen i kubens centrum.

b) Bestdm elektriska féltet i kubens centrum.

2.6

En tunn, cirkulér ring med radie a dr uppladdad med en jamnt férdelad totalladdning
. Pa ringens symmetriaxel, pa avstandet 2a fran ringens centrum, finns ett litet
metallklot (radie < a). Metallklotet har den totala laddningen Q. Hur stort yttre
arbete W kravs for att fora metallklotet till ringens centrum.

2.7

BN N

Ett halvsfiriskt skal med radien a ar uppladdat med konstant ytladdningstéthet.
Skalets totala laddning &ar (). Hur stort arbete kravs for att fora en punktladdning
@ fran en punkt A, (0,0, —d), pa halvsfarens symmetriaxel till dess centrum B,
(0,0,0)?
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2.8

Bestam det elektriska féltet 6verallt i rummet fran en ho-
mogent uppladdad sfar med radie a. Sfiarens totala ladd-
ning ar (). Los uppgiften med féljande metoder:

a) Gauss lag

b) Bestdm potentialen V' med Poissons ekvation, och
dérefter det elektriska faltet

c) Coulombs lag

d) Bestdm potentialen V' genom integration 6ver ladd-
ningsfordelningen, och dérefter det elektriska féltet

Vilken metod gav dig svaret snabbast?

2.9

X

Tva odndligt langa raka tradar med samma linjeladdningstéthet p; &r uppspéanda sa
att de ér vinkelrdta mot varandra, se figur. Bestdm kraften pa den 6vre traden om
det dr vakuum i omradet kring tradarna.

2.10

Berikna den totalt upplagrade elektrostatiska energin for en konfiguration av 4 iden-
tiska punktladdningar (laddning ¢) i vakuum arrangerade i hérnen av en tetraeder
med sida a.
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2.11

Ett sfariskt skal med radien R bestar av tva samman-
satta halvsfariska skal. Den undre halvsfaren har en
konstant positiv ytladdningstidtheter ps och den &vre
en konstant negativ ytladdningstéathet —pg, se figur. I
centrum av sfiren placeras en liten partikel med den
positiva laddningen ¢ och massan m. Partikeln utséatts
inte for andra krafter &n den elektriska kraften. Det

rader vakuum i de laddningsfria omradena. ~Ps
a) Kommer partikeln att rora sig uppat, nedat eller
sta stilla? Ge en kortfattad motivering.
Ps

b) Ar partikelns elektrostatiska energi positiv, ne-
gativ eller noll da den befinner sig i centrum? Ge
en kortfattad motivering.

c) Vad blir partikelns acceleration a da den befin-
ner sig i centrum? Uttryck accelerationsvektorn
i kéinda storheter.

2.12

il

< >
-¢ >

2a

En homogent laddad stav med totalladdningen @) stricker sig langs z-axeln fran
origo och upp till z = L. I planet z = 0 befinner sig en homogent laddad ring med
totalladdningen @ och radien r. = a. Det rader vakuum runt laddningarna. Bestdm
den elektriska kraften pa staven.
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2.13

Ett sfariskt omrade med radien a &r omgivet av vakuum. Omradet har rymdladd-

ningstatheten
A 2
r)= -
p(r) = po (-)
Bestam elektrostatiska energin i systemet!

2.14

Ett sfiariskt klot har den konstanta positiva rymdladd-
ningstatheten p och radien R. En liten partikel med massan
m och negativa laddningen —q sldpps fran vila vid klotets
yta. Vi antar att partikeln kan fardas genom klotet utan
motstand.

a) Bestdm det elektriska féltet i klotet lings z-axeln,
—-R<z<R. —qem

b) Satt upp rorelseekvationen for den negativa laddning- P
en —q.

c) Vilken typ av rorelse beskriver denna ekvation? An-
tag t.ex. att partikeln sldpps vid tiden t = 0.

d) Hur lang tid tar det for partikeln att atervénda till
utgangsliaget.

2.15

I detta problem ska vi berdkna den potentiella energin for en valenselektron i en
atom. Vi betraktar en alkaliatom dér valenselektronen &ar ensam utanfor de slutna
inre elektronskalen. I en enkel modell paverkas valenselektronen av kiarnans laddning
Ze och av ett homogent laddat klot med totalladdningen —(Z — 1)e och radien R.
Bestam, t ex genom att 16sa Poissons ekvation, den potentiella energin for valense-
lektronen som funktion av avstandet fran den punktformiga kédrnan.
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2.16

Tva identiska klot (radie a, separerade med avstandet b) dr omgivna av vakuum.
Kloten &ar laddade med en konstant rymdladdningsférdelning i vakuum, som ger en
total laddning @) i vardera klotet. Bestdm systemets totala elektrostatiska energi.

2.17

Tva sma kulor har vardera laddningen ) och massan m. Kulorna &r upphéingda
i tradar med ldngden ¢ enligt figuren ovan. Bestdm ett approximativt uttryck pa
vinkeln a mellan tradarna da denna ar liten.
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Elektrostatik: svar och l6sningar

S2.1

a) Kraften fas genom superposition av Coulombs lag
2
q rTr—7r; T —"7T9 T —7Ts3
F = + +
dmeg <|r—r1|3 |r — o3 |r—r3|3>
dar r = (a,a), 7 = (a,—a), ro = (—a,a) och r3 = (—a, —a). Detta ger

¢ (82,80, 00y _foviiy

= = ]_,]_
4rega? \ 8 8 16v2 47r€08\/§a2( )

b) Genom att placera en laddning, @, i origo kan man fa att totala kraften pa
varje laddning blir noll. Laddningens styrka fas av att

F+F =0
dar F' &r kraften i a-uppgiften och F_ ar kraften pa laddningen i punkten

(a,a) fran den negativa laddningen. Eftersom
= L(L 1)
dre2v/2a2

sa maste gilla att

0— _q(2\/§4+ 1)

S2.2

a) Positiv z-led om @ > 0 och i negativ z-led om @ < 0.
b) Cylinderkoordinater (., ¢, z).

c) ' (¢)) = &acos ¢ + yasing', dir ¢’ € [0, 27].

d) r = zz. Filtpunkt.

e) r' = ar, = xacos ¢ + Yasin ¢'. Killpunkt.

f) Va2 + 22

g) d¢' = ad¢’. Man kan fa detta genom att se hur punkten (lingden av) ' flyttar
sig om man dndrar vinkeln ¢’ ett inkrement d¢’. Ett annat alternativ ar att
utnyttja

dr’

o/

Den sistndmnda séttet fungerar alltid om man parameterframstéllt kurvan.

4l =

d¢' = |—@asin g’ + yacos ¢’ |d¢’ = adg’
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h) pe(r') = Q/(27a)
i)

A A~/
r—r 2z —ar,

|l — /|3 - (a2 4 22)3/2

j)
2 2
/ f'édqb':/ (cos¢ +ysing')d¢' =0
0 0

k)

E(O, O, Z) _ 1 / pz(’f’/>(’r B lr,) dg/ _ QZ,%

 Adneg |r — /|3  dmeg(a? 4 22)3/2

D

2(0,0,2) 022 02
2) = ~
T dmeg(a® + 22)3/2  dmegz?

Stammer med faltet fran en punktladdning Q).

S2.3

Ytladdningen &r konstant och ligger pa en halvsfar med radien a och ges av

Q

2ma?

Ps

Det elektriska féltet fran en ytladdning pg ges av

E(r) = 1 /Sps|('r—f,~/) 1g

" dmeg r—r?

Eftersom 7’ = a#’ = a(& sin 0 cos ¢ + gy sin fsin ¢ + 2 cos ) och r = 0 fas

o /2 w/2

E(0) =% //'f"’azsiné dodp = —-L5 27r/2cos9sin9 de
4dega 4reg
0 0 0
1
:—% zcost dcos@z—%%

0

Kraften ges av F' = —QE(0). Inséttning av uttrycket for pg ger

2
F—Qﬁ

’mepa?
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S2.4

a) Entydighet ger att V(r) = Vj for r < a och V(r) = 0 for r > 2a. Antag en
laddning @Q; pa sfaren r = a. Gauss lag ger da att

Qi .
P

4drreqr?

E(r)
I omradet a < r < 2a ges V(r) av
" Q:, (1 1
=Vo— [ E(r)dr= - — =
Vi) =% /a (r) dr=Vo + dreg \r  a

Eftersom V' (2a) = 0 fas Q; = 8mepalpy. Diarmed fas

Vo r<a
V(ir)=<Vo(2-1) a<r<2a
0 r > 2a

b) Enligt a) fas att den inre sfaren har laddningen

Qi = 8megaly
Eftersom potentialen &r noll utanfor de bada sfarerna ger Gauss lag att totala
laddningen fér de bada sfarerna &r noll. Den yttre sfaren har da laddningen

Qy = _Qi = _877-50@‘/0

S2.5

Y

—a/2 a/2

Lat kubens kant ha langden a.

a) Symmetrin gor att alla stavarna ger lika stora bidrag till potentialen. Av-
standet fran stavens mittpunkt till kubens mittpunkt #r a/v/2. Potentialen

fran en stav ges av

a/2
Po 1 Po a/2
/ 2+ a?/2 ! 47T€0[n(x—|— @/,

AV =
47T€0
—a/2

Po
= In(2 3
47'('50 n( * \/_)
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Kuben har 12 stavar och totala potentialen ges ddrmed av

V= 124V = 124 v3)

TTEQ

b) Av symmetriskil &r E = 0 i kubens centrum.

S2.6

Potentialen i en punkt pa symmetriaxeln ges av

Vo L@ [7_ads __ Q

dreg 2ma o VZ22+4a®  dregVzZ?+a?

Om det lilla metallklotet betraktas som en punktkélla, blir arbete W:

W =Q(V(0) —V(2a)) = 47?50a (1 - %)

S2.7
Halvsfarens konstanta ytladdningstéthet pg ges av
ps = =2
5 2ra2

Potentialen i punkten A pa avstandet d fran sfirens centrum langs dess symmetriaxel
ges av (filtpunkt » = —dz, killpunkt v’ = a#’, vilket medfor inbordes avstand

|r — 7| = Vd? + a® + 2ad cos 0/
och dS" = a?sin ¢’ d¢' d9")
- 1 // ps dS’ 1 / / a’sin 0’ d¢' d¢’
Ame lr — 7| 47r50 2ma? Vd? + a? + 2ad cos

Halvsfar

Evaluera integralerna
/ sin 6’ d¢’ B /
47T€0 V& + a + 2adcos@  4Ameg V2 + a? + 2adx
(a +d—Vd?+ a2)

Potentialen i centrum i punkten B ges pa liknande sétt av (enklare: tag griansen
d — 0 i potentialuttrycket ovan)

V(B) = lim — <1+5l— 1+d—2>= el

dx

47r80ad

d—0 4megd a a? drega

Arbetet W att fora punktladdningen fran A till B blir

W= Q(B) V) = (m - a>

dregad
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S2.8

a) Problemet har sfirisk symmetri, vilket medfor att det elektriska féltet endast
kan ha utseendet E(r) = E(r)r. Gauss lag

/ E - -ndS = Qenc/c0

s
beréknas gor en sfarisk yta S med radie . Det véanstra ledet blir (E(r)-n =
E(r)r-r=E(r))

/ E -7 dS = 4mr?E(r)
S

och den inneslutna laddningen Qe,. i det hogra ledet

Qré/a®, r<a

C‘zenc.:{Q7 r>a

Det elektriska faltet blir

Qrr
— a
A Areqa®’ T
E(r) = B(r)p = Joe” _ ] AT
Adrregr? Qr
4regr?’ r=a

b) Poissons ekvation
V2V = —p/eg

dér laddningstédtheten p ar

Q

P= dma3/3

Potentialen kan p.g.a. den sfiriska symmetrin endast bero pa radien r. Rand-
véardesproblemet blir

( 1d dv P <
——, r<a
il (7“2 (7")> _ ‘o

r2dr dr 0, r>a

V' &ndlig 6verallt
Vir=a")=V(r=a")
dv(r) _dV(r)

dr |,_.- dr
L V(r = 00) =0 (jord)

r=at
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Losningen &r

3a® — r? 3a? — r? <
= r<a
P 6eo 8mepa’ ’ -
Vi(r)=
a’ Q S
— = r>a
p350r Ameor’ -
och det elektriska faltet
Qrr
a
471'80(1,3 ’ B
E(r)=-VV(r)= )
Qr
— a
4dmegr?’ -

Med Coulombs lag skall féljande integral berdknas:

// p(r —7r') o // r—7r d
47r€0 I — 167r50a3 lr — ]

Pé’u grund av symmetrin racker det att beriikna féltet pa positiva z-axeln (r =
). Integralen 16ses i det sfiariska koordinatsystemet.

//‘7‘—7“ U_/ // T2+TT’Z;TZTCOSQ,)Sﬂw?sine/dr/de’d(b/

med 16sning

/ / / ré - r'¥’ 372 r?sin@ dr’ d¢’ d¢’
7"2 + 7% — 2rr! cos 9’)

. r—r't
= z27r/ / 3/27’/2 dr' dt
—1Jo (r2 41 = 2r1't)

2r
a / / / PR TSCL
) r—r 1 r=r' r+r\ 2, . 3
=227 — = — =+ —— |7 dr' = 227
o \rr'lr—r'|  rr r2r r2r 243
3r2’ rza
som ger
Qrr
—_— <a
Aregad’
E(r) = )
Qr
a

4dregr?’
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d) Om vi forst véljer att bestimma potentialen V' mha. integraluttrycket

1 P
= dv' —
vir) dreg // |r — /| 167r 50a3 // lr — r’|
r<a

far vi p.s.s. ovan

v
(r) = 167r 50a3 // lr — 7”|

r<a
1 / /
1/27" >sin@ dr’ 4o
87T*’50‘1 7"2 + 72 — 21’ cos 9’)
3a® — r?
3Q “ 8mega’ rsa
=3 3 (Ir=7|—(r+r)r dr' =
meera’ Jo Q .
dregr’ -

och det elektriska faltet

Qrr
4dmega’d r=a
E(r)=-VV(r) = .
Qr >a
r
4deqr? .

S2.9

Gauss lag ger att det elektriska féltet fran den undre traden ges av

E(z,y) = 4 S
2meo/22 + y2 \ /22 + 12 N2y

Antag att den 6vre traden ligger pa avstandet a ovanfor den undre. Kraften pa den
ovre traden ges av

F:/ pE(z,a) do

Detta ger

2 00 2
F=- / 0 ey =Ly

2meo J_ o 12 + a?
0 )

Lagg marke till att slutresultatet dr oberoende av a.



24 2 Elektrostatik: svar och 16sningar

S2.10

Det totala arbetet ges av
4

1 1
W:§Z47r60]r]—r]] qu

17]

i#]
dar V; &r potentialen i punkten r; fran laddningarna i de 6vriga 3 punkterna. Pa
grund av symmetri blir bidragen fran alla punkter lika och det récker att berédkna
potentialen i en av punkterna.

_ 3
 Arega
vilket ger
4
1 3q>
W == V, =
2 Zzl 4 2mepa

Alternativ 16sning: Addera bidragen till energin dar laddningarna laggs till sam-
lingen en efter en.

Att lagga dit den forsta laddningen kréaver ingen energi. Den andra laddningen skall
laggas till i potentialen av den forsta, vilken pa avstandet a &r

q
dreqga

Vi =

Energin for tva laddningar blir

q2

4dmrepa

Wy =qVi =

Den tredje laddningen skall laggas till i potentialen av de tva tidigare laddningarna,
dvs. i potentialen
2q
4mega

‘/2:

Energin for tre laddningar blir
2¢° ¢ _ 3¢
Amega  Amega  Amega

Ws =qVo + Wy =

Den sista laddningen ldggs till i potentialen
39
dmeqga

‘/3:

Den slutliga energin blir
3¢° 3¢ 3¢°
Areqa  Amega  2mega

W:W4:qV3+W3:
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S2.11

a) Laddningen attraheras av den negativa halvsfiaren och repelleras av den posi-
tiva och ror sig darfér uppat.

b) Av symmetriskél dr potentialen noll i centrum, V' = 0. Den elektrostatiska
energin ges av ¢V och darmed &ar laddningens elektrostatiska energi noll i
centrum.

c) Det elektriska filtet ges i centrum av foljande ytintegral

E(O) . 1 / ps(’f'/)'f'/ dS/
B 47T€0 S R?
or [ w/2 T
1
= / /psf"’ sin@ df’ — /psff"sinﬁ' do' | d¢’
471'80
0 \0 /2
/2 T
=2 2 /pg cosf sin@ do’ — /ps cos@ sing do’ | =225
471'80 280
0 w/2

Hér har utnyttjats att endast z-komponenten av det elektriska féltet &ar skild
fran noll, att 7 - Z = cos§ och att

w/2 b
/cos@sin@ d@z—/cos&sin@ dﬁzé
0 w/2

Kraften pa partikeln ges av F' = qE(0), ddrmed blir accelerationen

4aps
2meg

a=2

S2.12

Filtet pa symmetriaxeln av en cirkulér slinga med laddning () ges av

Qz .

drreg (22 + a2)3/2z

E(0,0,2) =

Kraften pa en bit dz blir p,E(0,0, z)dz. Totala kraften ges av

L 2 2 L
—1
F:/i A PR [ ]z
o 4meoL (2% + a?)3/ dregL | /22 + a? ],

Q* (1 1 .
= —_— - - z
dmegl \a /L2 + a2
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S2.13

Den sfiriska symmetrin ger att E(r) = E(r)r. Gauss lag ger

r a2 r<a
E(r)dmeor® = / p(r)dnr® dr = E(r) = Po
0 N

Energin ges av W = EEO/(E(T))2 dV vilket ger

o) 27Tp2 a 7”8 00 CL6 47Tp2a5
W=2 E(r))*r® dr = —d / o) = A0
71'80/0 (E(r))*r= dr %o \J, @ r+ 2 r e,

S2.14

a) Det elektriska filtet langs z-axeln blir mha. Gauss lag

rTp rp
E = — = —
(Z) 360 380

b) Rorelseekvationen (Newtons II lag) blir

d?z(t) _ _qz(t)p
dt? 360

c) Differentialekvationen beskriver en harmonisk rorelse
d*z(t)
dt?

dir w = \/qp/(3mep). Om laddningen slapps fran vila vid tiden ¢ = 0 fas
z(t) = Rcoswt.

w?z(t) =0

d) Perioden T' = 27 /w blir

3meg
ap

T =2m

S2.15

Valenselektronens potentiella energi ges av —eV (r) dar V(r) &r potentialen fran
atomkérnan och de ovriga elektronerna. Kérnan &r punktlik och ddarmed ar dess
potential
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Potentialen fran elektronmolnet kan vi fa genom att 16sa Poissons ekvation

__pPo
VQVQ(T):—M: £ omr<R
€0 0 omr > R

dar pg = —3(4Z7r ;,,)e. I sfariska koordinater ar

10 IVi(r)
2 — — 222
V() = r2or (T or )

Genom att integrera Poissons ekvation for r < R tva ganger och utnyttja att Va(r)
ar begréansad i origo fas

2

Wir)=-2""10, r<R

dér C &r en integrationskonstant. For r > R ges V,(r) av potentialen fran en punkt-
laddning med laddning —(Z — 1)e, dvs

(Z —1)e
Vo(r) = ——— >R
2(r) dregr "
. . S - poR? .
Eftersom V,(r) ar kontinuerlig 6ver randen r = R &r C' = o~ Den potentiella
0

energin ges dédmed av

Ze*  (Z—-1)é*,, 5
_47r50r — Sre R (7" — 3R ) omr < R

62

omr > R

dmegr

S2.16

Systemets totala elektostatiska energi ges som en summa av tre termer.
We = Wel + WeQ + We3

dér We; = Wee ar energin hos ett ensamt laddat klot omgivet av vakuum, och W3
ar energibidraget fran vixelverkan mellan kloten.

Vi berdknar forst W,; mha. Gauss lag. Klotens rymdladdningstéthet p fas genom
dmadp 3Q
3 4rad

Det elektriska faltet fran ett ensamt laddat klot har av symmetriskdl endast en
radiell komponent och filtet beror endast pa avstandet r fran origo, dvs.
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Funktionsberoendet hos E(r) ges av Gauss lag. Vi far foljande (S en sfirisk yta med

radie r):

/ / E(r) - 7 da = Que/2y = E(r) = E(r)
S

Den inneslutna (fria) laddningen &r

_ QGDCI”A’

4egr?

>

47tr3p r?
Qenc: 3 :Q$7 Osr<a
Q, a<r
Detta ger det elektriska filtet, E(r) = E(r)r, dir
3
— <r<
E(T):4Q2 ad’ Osr=a
Tt 1, a<r

Den totala elektrostatiska energin W, blir

_ & Ar @? / P\ 1, /0012
E|” dv — | —r“d —red
///| i 2167r250{0 ) T “ U
1 1 2 1 1 2 6
= / T QT A S )
87r50 ab 0 a 8meg | Da  a 8meg Ha
eller
3Q*
We =
! 20mega

Alternativ 16sning: Utga fran

4
W = = ///Wd_ﬂ V() dr =
0

dér potentialen V(r) = [ E(r') dr’ &r
0 1 a®>—r* 3a®>—r
vy = -2 et o T T
47T€0 1/,',,’

eller via Poissons ekvation

V() = 5o (%U)

—p/So,
0,

3Q

2a3

/Oa V(r)r? dr

0<r<a

a<r

0<r<a

a<r

}
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med 16sning (V' och ;—TV kontinuerliga vid griansen r = a)

Vr)=

243 /r, a<r - 8megad | 2d3/r, a<r

p |3a®>—1%, 0<r<a Q 3a> —1r?, 0<r<a
660

Den elektrostatiska energin blir

3@ “ 2 3Q2 /CL 2.2 4
= dr = — " d
Wi 203 |, V(r)r® dr T6menat J, (3a*r* —r?) dr

B 3Q? 1_1 B 3Q?
"~ 16meoa 5)  20meya

Vi overgar till berdkningen av véxelverkansenergin, som #r densamma som den
elektrostatiska energin mellan tva punktladdningar () separerade med avstandet
b, dvs.

Q2

57 47T€0b

We

Totalt far vi
3 2 2
Q n Q

We=2W4 + We =
1 Wes 10mega  4megb

S2.17

Den hogra kulan frildggs enligt ovan (T betecknar spannkraften i traden). Enligt
Coulombs lag &r

Q*? Q*?

Fe = - .
dmegR?  4meg(20sin a)?

Kraftjamvikt i horisontell led och vertikal led ger

F,—Tsina=0
mg — T cosa =0



30 2 Elektrostatik: svar och l6sningar

Vi eliminerar 1" och erhaller

Fe Q°

tan o = =
mg  16megl?mgsin® a

eller ekvivalent

sin® o Q?

cosa  16meglPmy

For sma o ar cosa =~ 1 och sin o ~ « varfor

2 1/3
o~ (9
(16W€0€2mg)
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3  Speciella 16sningsmetoder

3.1

qe

Id

En punktladdning ¢ befinner sig pa avstandet d rakt ovanfér en mycket stor metall-
skiva. Skivan har tjockleken ¢ och &r jordad. Omradet runt skivan &r luft.

a) Skissera filtlinjerna i omradet mellan laddningen och metallplattan.
b) Vad blir skivans totala laddning?

c) Var befinner sig denna laddning och vilken typ av laddning &r det (rymd-, yt-,
linje- eller punktladdning)?

d) Vad blir kraften pa skivan?
e) Vad ér det elektriska féltet inuti skivan?

f) Vad ér det elektriska filtet i punkten rakt under ¢ men strax ovanfor metal-
lytan?

g) Vad ér ytladdningstitheten pa den 6vre ytan i punkten rakt under ¢?

h) Vad édr det elektriska féltet under skivan?

3.2

Ett homogent laddat klot har totala laddningen ¢. Klotets radie &r d/2 och det
befinner sig pa avstandet d rakt ovanfor en mycket stor metallskiva. Skivan har
tjockleken d/2 och &r jordad. Omradet runt skivan &r luft.

a) Ovanfor den 6vre metallytan &r filtbilden densamma som om man infor en
spegelladdningsfordelning for klotet. Hur ser denna spegelladdningsférdelning
ut och var skall man ldgga den?

b) Svara pa fragorna a)-h) i uppgift 3.1.
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3.3

En punktladdning med laddning @) befinner sig pa hoéjden 2h ovanfor ett stort jor-
dat metallplan. Rakt under @) befinner sig en annan punktladdning med laddning
q # 0 pa hojden h ovanfor planet. Bestdm laddningen ¢ sa att kraften pa den éar
noll. Ovanfor jordplanet dr det vakuum och det verkar endast elektriska krafter pa
laddningarna.

3.4

En punktladdning ¢ befinner sig pa avstandet h fran ett jordat, oédndligt stort,
ledande plan.

a) Bestdm kraften F' pa laddningen till storlek och riktning.

b) Hur mycket energi kriavs for att forflytta laddningen till avstandet 2h fran
planet?

3.5

En tunn metallskiva, som kan antas vara odndligt stor, ligger i planet z = 0. Skivan &r
jordad. Ovanfor skivan finns en punktladdning ¢ i (—a, 0, a) och en likadan laddning
q1i(a,0,a). Under skivan finns ett homogent laddat klot med radien a och centrum
i (0,0,—2a). Klotet har rymdladdningstétheten p. Det rader vakuum ovanfér och
under skivan. Bestam krafterna pa de bada punktladdningarna och pa klotet.

3.6
z
T, Dy
h 7”2x
xT
—|_>

Bill och Bull fick foljande problem: En odppnad 6élburk kan approximativt antas
vara en cylinder med radien a och héjden h. Olburken placeras sa att dess botten
ar i planet z = 0, dess topp &r i planet z = h och dess symmetriaxel sammanfaller
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med z—axeln. En elektrisk dipol p = p2z placeras i punkten (x,y, z) = (h,0,1.5h).
Du skall berikna foljande integral analytiskt

I(r) = — (r_’:/'lps(r')ds', (1)

Cdweg Jylr -

dér S &r olburkens yta och pg(7’) dess ytladdningstathet. Punkten r kan antingen
vara 71 = (0,0, 1.5h) eller 7o = (0,0,0.5h). Vélj en av dessa punkter.

Bill valde punkten 71 och Bull punkten 5. En av dem lamnade in en korrekt 16sning
efter 10 minuter medan den andre fick ge upp efter en halvtimma, utan att ha
kommit nagon vart. Vem ldmnade in réatt svar och vad ar svaret?

3.7

- - <

Q

En ballong har blivit uppladdad genom att den gnidits mot en tréja. Ballongen har
fastnat mot taket vid kanten till en vigg enligt figur. Antag att ballongen &ar en sfir
med radien a och massan m. Taket och viggen kan antas ha potentialen noll och
ballongens laddning antas vara jamnt fordelad 6ver dess yta. Hur stor laddning, @,
pa ballongen kravs for vidhéftning vid taket?

3.8

Q
=
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En stav med konstant linjeladdningstathet p; befinner sig ovanfor ett perfekt ledande
plan, enligt figur. Under staven finns en punktladdning med laddningen q. I resten av
omradet ovanfor planet dr det vakuum. Rita forst en bild av de spegelladdningar man
kan erséitta det ledande planet med och bestdm déarefter kraften pa punktladdningen.

3.9

a) w b) AY

N V=0 q N Q=0 q
\\/ " \\/ "
Yy A

Yy

c)

V=0 % (a,a)

T a iy

I de fyra fallen ovan kan man bestimma potentialen och elektriska filtet i det omrade
punktladdningen ¢ befinner sig i genom att infora fiktiva laddningar. Samtliga ladd-
ningar befinner sig i planet z = 0. Bestdm samtliga fiktiva laddningars lagen ((z, y)-
koordinaterna) och styrka. Rita figurer.

3.10

Ett metallklot med radie a dr uppladdat med en total laddning Qy.¢. Utanpa sféren,
i vakuum, befinner sig en tunn, plan metallring med radie b och total laddning Qyin,.
Ringens och klotets centra sammanfaller. Bestdm kvoten mellan Quior och Quing s
att klotet far potential noll (samma som i odndligheten).



3 Speciella 16sningsmetoder 35

3.11

Bestdm potentialen i punkten (0,0,4a) i de fyra fallen. I alla omraden géller ¢, = 1.

a) Tva homogent laddade sfarer med radien a, laddningen @) och med centrum i
origo respektive (4a, 0, 0).
z
4a

(O—@r;

b) En punktladdning ¢ i punkten (0,0, 2a) utanfor en jordad metallsfar med ra-
dien a och med centrum i origo.

¢) En punktladdning ¢ i punkten (0,0, a/2) inuti en jordad metallsfar med radien
a och med centrum i origo.

d) En konstant laddningstéithet py befinner sig i omradet mellan en sfir, med
radien a och centrum i origo, och en sfér med radien a/2 och centrum i punkten
(0,0,a/2). Utanfor det homogent laddade omradet &ar det vakuum.

z
4a

@

3.12

Bestam totala dipolmomentet p for foljande fyra laddningsfordelningar:
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a) En punktladdning ¢ i (0,0, a) och en punktladdning —¢q i (0,0, —a).
b) En punktladdning ¢ i (—a,0,0) och en punktladdning —¢ i (0,0, 0).
¢) En punktladdning ¢ i (a,0,0) och en punktladdning —¢ i (0,0, a).

d) En punktladdning ¢ i (0,0, a), en punktladdning ¢ i (0,0,0) och en punktladd-
ning —2¢ i (0,0, —a).

3.13

I figuren ligger den positiva laddningen ¢ i punkten (0,0,a/2) och —¢ i punkten
(0,0, —a/2). Svara pa foljande fragor utan att anvénda formler.

a) I vilken/vilka punkter ar potenti- f) Hur ar det elektriska féltet riktat
alen noll? i punkterna 1, 2, 3, 47

b) I vilken/vilka av punkterna 1, 2, .
3, 4 ar potentialen storst? 1

c) I vilken/vilka av punkterna 1, 2, ¢

3, 4 ar potentialen minst?

d) Om potentialen ar V; i punkten
(20a, 20a, 20a), vad &ar den da ap- 3
proximativt i (40a,40a,40a)?

e) Om elektriska féltet &r E i punk-
ten (20a,20a,20a), vad &r det da
approximativt i (40a, 40a, 40a)?

3.14

Ett metallklot med radie a &r uppladdat till laddningen ). Hur stort arbete kvévs
for att fora en punktladdning ¢ fran ett stort avstand fran klotet till ett avstand d
fran dess medelpunkt.
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3.15

b
I8

En elektrisk punktladdning med elektrisk laddning ¢ befinner sig utanfér ett jordat
metallklot, vars radie ar a. Avstandet mellan punktladdningen och klotets centrum
ar d. Bestdam systemets elektrostatiska energi W-.

3.16

Det elektriska filtet fran en dipol p = pz som befinner sig i origo kan skrivas pa
formen

~

E = FE.r + Ey0

Bestdm kvoten FE,./Ejy i punkterna

a) r = (a,0,0)
b) 7 =(0,a,0)
c) r=(0,0,a)
d) = (a,0,a)
3.17
z
V/2
J — f' — .
t S — : —— ;
-V/2

Den cirkuldra plattkondensatorn ar luftfylld och uppladdad med spéanningen V.
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a) Bestdm den fria laddningen @ och —@Q pa den 6vre respektive undre plattan.

b) Bestdm ett approximativt uttryck pa det elektriska filtet E i punkten r =
(20a, 0,20a). Obs bade storlek och riktning skall anges.

3.18

Tva identiska punktladdningar ar separerade med avstandet 2b fran varandra. En
jordad, ledande sfir med radien a, diar a < b, placeras mitt emellan de bada punkt-
laddningarna. Bestam ett approximativt virde pa a sa att punktladdningarnas re-
pulsion neutraliseras.

3.19

Vad &r kraften pa de givna punktladdningarna i uppgift 3.18 om samma sfar (radie
a enligt svaret pa uppgift 3.18) istéllet har potentialen V{7

3.20

Ett ledande sfiriskt skal med radien a paverkas av en punktladdning med styrkan
q > 0 pa avstandet d > a fran sfiarens centrum. Vad &r den minsta positiva laddning
som maste ges det sfiriska skalet for att ytladdningstéatheten overallt pa skalet skall
vara positiv?
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Speciella 16sningsmetoder: svar och l6sningar

S3.1
a) Se figur
q
b) —q

c) Som en ytladdningstithet pa skivans ovansida.

2

d) F = #&)dzi’ dér z pekar uppat.
e) Noll
q .

f)y E=——

) 27T€0d2z

N A q
= . D et . E = —

g) ps =2 €% i

h) Forsumbart

S3.2

a) Ett likadant klot fast med negativ laddning —q. Klotet placeras med sin mitt-

punkt pa avstandet d fran den 6vre sidan pa skivan. Se figur.

verklig féltbild

b-h) Samma svar som i uppgift 3.1.
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S3.3

Metallplanets inverkan kan beskrivas med speglade punktladdningar —() och —g pa
avstandet 2h respektive h under ytan. Kraften pa laddningen ¢ ar da

_ @ (-9 ., o=@ ., & ( , ¢ @
47T€0h2 47T60(2h)2 47T€0<3h)2 47T€0h2 4 9

Denna kraft &r noll da —Q — ¢/4 — Q/9 = 0, dvs ¢ = —40Q /9.

S3.4

a)

b)

S3.5

Laddningen speglas till en laddning —¢ pa avstandet h under planet. Kraften
ar riktad nedat och styrkan ges av

q2

- 47T€04h2
Arbetet &r skillnaden mellan den upplagrade energin efter flytten minus ener-

1 N
gin fore. Vi anvénder energiuttrycket Wy = 5 > ¢,V (r,) och noterar att
n=1

laddningarna som finns pa jordplanet inte ger nagot bidrag eftersom deras po-
tential dr noll. Energin innan flytten ges av Wg = 0.5¢V; och energin efter ar
Wg = 0.5¢V5, dar Vi ér potentialen fran spegelladdningen i utgangsléget och
Va &r potentialen fran spegelladdningen i slutlédget, dvs

q
Vi=-—
! 8megh
q
Vo =—
2 16meoh
detta ger
2
A=
327T€0h

De tva punktladdningar far spegelladdningar —¢ i punkterna (—a, 0, —a) respektive

(a0,

—a). Coulombs lag ger kraften pa laddningen i (—a, 0, a)

szgwézﬁ(@—wi)ﬁ:—(lmﬁ)z)

Av symmetriskal blir kraften pa laddningen i (a, 0, a)

2

Fy= ——— ((2v2-1)a - (1+2v2) 2)

B 32v/27ega?
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Klotet speglas till ett lika stort klot med laddningstathet —p och centrum i (0, 0, 2a).

Kloten paverkar varandra som punktladdningar med laddningar respektive

dmap

. Det ger kraften

F. - dmtadp 2 1 5 7ra4p22
3 471'6016&2 3680

S3.6

Olburken &r av metall och fungerar som en Faradays bur. Det elektriska filtet &r
ddrmed noll inuti 6lburken. Superposition ger att det totala elektriska filtet inuti
olburken dr en summa av filtet fran dipolen och féltet fran ytladdningarna. For
punkter inuti 6lburken géller alltsa

1 r—r
E ipol\T _'_ ’I‘/ dSl - O

so7) + o § T —es(r)

Det dr denna relation som gor det mojligt for Bull att fa ratt svar. Bill har daremot

ingen chans. Det gar inte att rdkna ut integralen for punkter utanfor burken utan

att veta pg(r). Det riacker for Bull att bestamma Egi,0(r) for 7 = (0,0, h/2). Det

elektriska faltet fran en dipol p = pZz som befinner sig i origo ges av

E(r)= 47r§07“3 (2 cos 0 + sin 6’@)

Genom lite geometriska overldggningar kom Bull fram till att

T:\/ﬁh

0 1
cost) = ——
V2
1
sinf) = —
2
N L,
r=——(x+2z2
(& +2)
5 1
0=—(x—2
(@ - 2)
Det ger

p .

Eaipo1(0,0,h/2) = — = (3& + 2
(0,0, 1/2) = g (384 2)

Svar: Bull lamnade in ratt svar och svaret ar

1 r—r , P
r)ds = ——L (3¢ +2
prstr) TN )

drey Jg |r —
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S3.7
X-Q X Q
N —l— ,/\:\\
—_ \
CxQ X -Q
\ /
Yy

Kraften som verkar pa ballongen dr densamma som kraften pa en punktladdning @)
i ballongens centrum, vilket med val av koordinataxlar enligt figur blir i punkten
(a,a). Problemet 1oses sedan med spegling av laddningen @) i taket och i vdggen.
Tre spegelladdningar kriavs for att fa ritt randvillkor (konstant potential noll) pa
tak och végg, ndmligen laddningen —(@) i punkten (a,—a) och i punkten (—a,a),
samt laddningen @) i punkten (—a, —a). Kraften pa ballongen blir densamma som
kraften mellan punktladdningen i ballongens centrum och de tre spegelladdningarna.

Kraften fas med Coulombs lag med r = a + ay, | = a& — ay, v, = —aZ + ay och
ri = —a& — ay.
 Q%2ay Q*2azx N Q*2(ax +ay)  Q*(@+7Y) (1 1 )
dmeg(2a)3  4meg(2a)®  dwey(2v/2a)3 167ega? 2/2

Observera att kraften &r uppatriktad (F' -y < 0) oavsett laddningens tecken. Bal-
longens tyngdkraft d&r mgy, dér g ar jordens tyngdacceleration, vilket ger villkoret
for vidhéftning:

Q? 1 Q@ 4-v2
mg< — | 1— =
167ega? 22 16mega? 4
eller
8a\/mygmeg
Q| > ———

4-+2
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S3.8
a pl z
a
® g
a
a
®—yq
a
a _’Ol

De fiktiva spegelladdningarna ges i figuren. Kraften pa q ges av F = ¢F dar E
ar det elektriska faltet fran staven och de bada spegelladdningarna. Bidraget fran
spegelpunktladdningen ges av

q A

E=—-—1
! 16mega?

Filtet fran staven ges av

2a
1 A N
E2:_Pz / drz = — P z

4reg r2 8mega

Filtet fran stavens spegelbild ges av

4a
1
Ey— -2 / —drz=——L 3
Ameg Ja, T 48mepa

Svar: Kraften ges av

2
7
q 3 ap 5

B 167ega? B 487epa

F=qE, +E;+ E;3) =

S3.9

Spegling ger
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AY AY
8) 1N b -
.'/ —q/2 "\ q Q+q/2| —q/2" q
! ! T - T T >
\ a/2 ) 20 \ a/2 ) 2a

Y A
V2q ~V2q
©) (—a,a) . d a— --_ * (a,a)
YA o
(-a.a) (a,a), (—0.5a, 0.5a) (0.5a,0.5a)'«
—q q . \
—q q \
> " >
xr a X

—(0.5a,0.5a)  (0.5a, —0.5a)

. . q —q
q —q
_ (a,a)_‘\/ﬁq \/ﬁq . (a, —a)
S3.10

Lagg ett koordinatsystem med origo i klotets centrum. Eftersom klotet &r en ekvi-
potentialyta spelar det ingen roll var pa eller i klotet potentialen berdknas. Vidare
ligger klotets laddningar pa ytan. Centrumpunkten (origo) ger enklast rakningar. Vi
véljer referenspotential (jordpunkt) noll pa stort avstand fran klot och ring. Potenti-
alen i origo fran klotets och ringens (okénda) laddningsfordelningar, ps(r) respektive

pe(r), &
47r50 // |()—'r’\ 45" + 4reg // \0—7"] de

Sklot rlng
dS/ dg/ o leot Qring
47?5()@ / / ps(r 47T€0b / / pulr dmrega 47r50b
Sklot rmg

vilket leder till att potentialen pa klotet &r noll om

leot o _CL

Qring - b
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Alternativ 16sning: Dela upp laddningen Q.ine pa ringen i infinitesimala delar
— punktladdningar AQins — och anvénd speglingsmetoden pa varje delladdning.
Varje delladdning AQine ger upphov till en speglad laddning —AQyinga/b, som,
tillsammans med ursprungsladdningen, ger potential noll pa klotet, dvs. samma po-
tential som pa stort avstand fran klot och ring. Den totalt speglade laddningen i
klotet blir uppsummerat Quor = > (—AQring@/b) = —Qringat/b, dvs.

Qo __a
Qring b
S3.11

a) Utanfor kloten &r potentialen densamma som fran tva punktladdningar

_ @ 1
vmgx&o_»mw%a(1+;5>

b) Spegling ger en spegelladdning ¢ = —¢/2 i punkten (0,0,a/2). Diarmed fas
potentialen
q 1 1 oq
V(0,0,4a) = S
(0.0, 4a) drega (2 7> 567eqa

c) Eftersom metallsfaren &r jordad &r potentialen noll for » > a och ddrmed &r
V(0,0,4a) = 0.

d) Potentialen &r en superposition av potentialerna fran en sfir med radien a,
homogen laddningstéthet py och centrum i origo och en sfar med radien a/2,
homogen laddningstathet —pg och centrum i punkten (a/2, 0, 0), se figur. Ladd-
ningarna for de bada sfirerna blir Q; = podma®/3 och Qy = —podmra®/24.
Déarmed ges potentialen av

V(O,O,Zla) = 1 <& + L?Q) o pga2

"~ Awega \ 4 T 1de

®-@+2

S3.12

a) 2¢gaz b)) —gax c)qa(x —2) d) 3qaz

S3.13

a) Punkt 2 och 3 b) Punkt 1 ¢) Punkt4 d) Vi/4 e) E,/8
f) Positiv z-led i punkt 1 och 4. Negativ z-led i punkt 2 och 3.
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S3.14

For att fa ratt faltfordelning utanfor det uppladdade metallklotet med en ténkt
punktladdning ¢ i punkten rz infér vi en spegelladdning ¢ = —qa/r i punkten
za?/r fran klotets centrum, samt en punktladdning i origo vars styrka dr Q — ¢ =
@ + qa/r. Klotets totala laddning blir da ), som uppgiften foreskriver. Avstandet
mellan punktladdningen ¢ och dess spegelladdning ¢’ #r 7 — a?/r samt avstandet
mellan punktladdningen ¢ och origo ar r. Kraften F(r) pa punktladdningen ¢ i
punkten rz p.g.a. spegelladdningarna ¢’ och ) — ¢’ ar saledes

F(r) = 54299 a@+aa/r)

dmeg(r — a?/r)? dmegr?
_ ., qar . 99 . ¢
dmeg(r? — a?)? dreqr? 4dregrs

Arbetet att fora punktladdningen fran odndligheten till dz &r

d 2 d d 2 d
. q-a 2r qQ dr q-a / dr
W =— F(r)-zdr= dr — — — —
/ (r)- 2 dr ’meg / (r2 — a?)? " 47eg / r2  4dmeg r3

- ¢’a qQ ¢’a
© 8meo(d? —a?)  4dmegd  8meyd?

S3.15

Den elektrostatiska energin fér problemet fas genom att berdkna arbetet att fora
punktladdningen ¢ fran odndligheten till punkten dz.

VI startar med att lata punkladdningen ¢ ligga pa avstandet rz fran sfarens centrum
och loser forst detta mer generella féiltproblem. Ratt faltfordelning utanfor klotet
fran en punktladdning i 2 fis med en spegelladdning ¢ = —qa/r i punkten za?/r
laings symmetriaxeln (z-axeln) fran klotets centrum. Avstandet mellan punktladd-
ningen och dess spegelladdning ir saledes 7 —a?/r. Kraften F(r) pa punktladdningen
g i punkten 72 p.g.a. dess spegelladdning ¢ ar

. qqa/r . q*ar
F = — —
(r) Z47T€0(7“ —a?/r)? Z47T€0(7”2 — a?)?

Arbetet att fora punktladdningen fran oénligheten till dz ar

d 2 d 2

. qa 2r q°a
W.=— [ F(r) -2dr= dr=—— 17
[P0 = G = e

Alternativ 16sning: Utga fran

1 1 Vv’
We = 3 // ps(r)V(r) da + §CIV/ = qT
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dér potentialen V' (7) dr den totala potentialen, dvs. potentialen fran den ensamma
punktladdningen plus spegelladdningen (V' = 0 pa klotets yta), och V' &r poten-
tialen fran enbart spegelladdningen i kéllpunkten med laddningen ¢. Den totala
elektrostatiska energin for systemet blir

V') qa
2 8meg (d —d') 8meg (d? — a?)

We

S3.16

a)0 b)0 c)oo d)2

S3.17

a) Kapacitansen for en cirkuldr plattkondensator ges av

oS egma’®

d d

Laddningen ges av

O:

coma’V

d

Q=CV=

b) Eftersom avstandet till filtpunkten dr mycket storre &n kondensatorn kan vi
anvanda dipolapproximationen. Kondensatorns dipolmoment ar p = Qd. 1
punkten (20a,0,20a) giller § = 7/4, r = |(20a,0,20a)| = 20v/2a, sinf =
cosf =1/v/2,0 = (& — 2)/v2 och # = (& + 2)/v/2. Filtet ges da av

E(20a,0,20a) =

1 3 (2?COSH+9sin9>
TEQT

B Qd (3& + 2)
 dmeg(201/2a)3 2

B 1%
16 - 203v/2a

3z + 2)

S3.18

P
=
Q\

[ =

3

A
Y.



48 3 Speciella l6sningsmetoder: svar och lésningar

Vi anvéinder oss av speglingsmetoden. Elektriska féltet utanfor sfaren ges av féltet
fran de tva givna punktladdningarna och tva spegelladdningar ¢’. Styrkan pa spe-
gelladdningarna adr ¢ = —qa/b och de placeras symmetriskt med avseende pa
sfarens centrumpunkt pa avstandet b’ = a?/b fran denna. Varje given punktladdning
paverkas dels av en repulsiv kraft fran den andra givna punktladdningen och dels
en attraktiv kraft fran de bada spegelladdningarna. Om den resulterande kraften pa
nagon av de givna punktladdningarna skall férsvinna kréaver vi att

¢ _ 9  sa 1 1
@2~ b-bE (b 1 {(1 2R T +a2/b2)2}

_ QZza {1+3(%)4+5<%>8+...}

Da a < b kan vi forsumma alla termer i parentesen ovan utom den forsta varvid vi
erhaller

2 2

¢ 2qa Né

w7 TR
S3.19

Da sfiaren har potentialen Vj 6kar potentialen utanfor sfiren med (radiell 16sning till
Laplace ekvation i sfariska koordinater)

 Voa Vb

T T8

dér r ar avstandet mellan sfiarens centrumpunkt och faltpunkten. Det extra elektriska
félt som svarar mot denna potentialokning &r

B(r) = vV = 105

8r2

Kraften som paverkar de givna punktladdningarna ar dérfor till beloppet

aVt
F=qEb) = 8_1)0

och &r riktad ut fran sfiren ldngs den ténkta linje som binder samman sfirens
centrumpunkt och de givna punktladdningarna.

Vi(r)

S3.20

—qa/d
Q+qa/d
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Infor en z-axel enligt figuren ovan (z = 0 i sfarens centrum). Eftersom ¢ > 0 foljer
av symmetriskdl att den till beloppet maximala inducerade ytladdningstédtheten
aterfinns i punkten z = a (i denna punkt &r den inducerade ytladdningstéitheten
negativ). Ersitt det sfariska skalet med en punktladdning med styrkan —qa/d i
punkten z = a?/d och en punktladdning med styrkan @ + ga/d i punkten z = 0,
dar @ betecknar totala laddningen pa det sféiriska skalet. Elektriska faltet i punkten
z = a ar ddrmed

B 1 (Q—i—qa/d_ q qa/d )2

47T€0

B (d—a)? fa—cg/d)2 )
_ ( q q qd/a )z

471'80

2 ad d—ap (d=ap

Villkoret att den inducerade ytladdningstédtheten skall vara positiv i denna punkt
(och dérmed positiv 6verallt pa det sfiriska skalet) &r saledes

. 1 /Q ¢ q qd/a
= E=— = = _ _ 0
ps = c0% 4 <a2 * ad (d—a)?> (d—a)? ~

Denna olikhet ar ekvivalent med

1+d/a 1 a*(3d — a)
(d—a)? ad) B

Q>qa2(

som ar det sokta svaret.
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4  Elektriska falt i material

4.1

Figuren visar faltlinjer for den elektriska flodestdtheten D i ett omrade kring fem
olika cylindrar A, B, C, D och E. De olika cylindrarna beskrivs av

a) Metallcylinder utan nettoladdning.

b) Metallcylinder med nettoladdning,.

c) Dielektrikum (isolator) utan fria laddningar.

d) Vakuum med rymdladdningstéthet (fria laddningar).

e) Vakuum med ytladdningstithet (fria laddningar).

Bestdm vilken cylinder A, B, C, D och E, som svarar mot a), b), ¢), d) och e).
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4.2

Utanfor en dielektrisk sfar med konstant relativ permittivitet €, placeras en positiv
punktladdning ¢, enligt figuren.

a) Det bildas ytladdningar pa sfiren. Rita en figur didr du markerar positiva
ytladdningar med plustecken och negativa med minustecken. Det rédcker att
bilden &r approximativt rétt.

b) Ange om sfiren utsitts for nagon kraft. Om det finns en kraft skall du markera
kraftens riktning genom att rita en kraftvektor pa sfiren.

4.3
I figuren &r omradet mellan konden- o
satorplattorna fyllt med ett oledande

linjart dielektriskt material med relativ
permittivitet £, > 1. Kondensatorplat- I
d

torna antas som vanligt vara av me-
tall. Antag att spanningen &r noll, dvs
V =0. Vad dr da E, P och D mellan
plattorna?

4.4

Antag nu att V =V, > 0. Rita en figur och forsck, utan att anvinda formler,
att markera foljande (positiva laddningar visas med plustecken och negativa med
minustecken):

a) metallplattornas laddningar.
b) riktningen pa det elektriska filtet E i den dielektriska skivan

c) riktningen pa de dipoler som finns i den dielektriska skivan (rita antingen som
en positiv och en negativ laddning eller som en kort pil som gar fran den
negativa till den positiva laddningen).
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d)
e)
f)

4.5

riktningen pa polarisationen P i den dielektriska skivan.
riktningen pa elektriska flodestatheten D i den dielektriska skivan

overskottsladdningarna (bundna) som kan finnas i vissa omraden av den die-
lektriska skivan

Lat fortfarande V = V{ > 0 och svara pa foljande fragor:

a)
b)

c)
d)

4.6

Vad ar det elektriska faltet E inuti den dielektriska skivan?
Vad ar den elektriska flodestatheten D i1 den dielektriska skivan?
Vad ar polarisationen P i den dielektriska skivan?

Antag att den dielektriska skivan bestar av endast ett d&mne och att det finns
N stycken molekyler i skivan. Antag vidare att skivans tvérsnittsyta ar S. Hur
stort dipolmoment p har i genomsnitt varje molekyl?

Antag att spanningskéllan hela tiden &r inkopplad och halls vid spédnningen V4. Vi
tar nu bort den dielektriska skivan, vilket gor att utrymmet mellan plattorna blir
fyllt med luft (e, = 1). Vilka av f6ljande alternativ ar rétt?

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
j)
k)

Det elektriska faltet mellan plattorna ar oférandrat.

Styrkan av det elektriska faltet mellan plattorna okar.

Styrkan av det elektriska faltet mellan plattorna minskar.

Den elektriska flodestatheten D mellan plattorna dr oférandrad.
Styrkan av den elektriska flodestédtheten mellan plattorna okar.
Styrkan av den elektriska flodestdtheten mellan plattorna minskar.
Ytladdningstéitheten pa den ovre plattan &r oférédndrad.
Ytladdningstéitheten pa den 6vre plattan okar.
Ytladdningstédtheten pa den 6vre plattan minskar.

Polarisationen mellan plattorna blir noll.

Polarisationen mellan plattorna ar oférdndrad.
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4.7

Antag att vi innan vi tar bort den dielektriska skivan kopplar bort spanningskéallan
sa att de bada plattorna blir isolerade fran varandra. Spénningen &r V5 innan skivan
tas bort. Vilka av alternativen i uppgift 4.6 &r ratt da vi tar bort skivan?

4.8

z
Kondensatorn i figuren har plat- i 7 S
tytan .S och tjockleken d. Konden- v o 01 A d
satorn ar delad i tva halvor med 0 Y
relativ permittivitet €, respekti- + |
ve &r9.

a) Bestdm kondensatorns kapacitans.

b) Antag att en spanning Vj ldggs 6ver kondensatorn, enligt figur. Vad blir da det
elektriska faltet E och den elektriska flodestatheten D i de bada omradena?

4.9

Bestdam kapacitansen for kondensatorerna i figurerna.

b)
2) |
Sl 52 Sl SQ
dI Er1 Er2 Erl Ero
| |
d)
C) S
S dZI Ero
dQI Ero
d1¢ Erl d1¢ Erl
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4.10

&

<~
d/2 4 g
- -
2a a

Bestam kapacitansen for foljande tva kondensatorer

a) En cirkuldr plattkondensator med radien a och avstandet d mellan plattorna.
Halva utrymmet 0 < z < d/2 &r fyllt med ett dielektrikum med relativa
permittiviteten ¢, och den andra halvan &r luftfylld (e, = 1).

b) En cirkuldr plattkondensator med radien a och avstandet d mellan plattorna.
I omradet 0 < r. < a/2 ar det ett dielektrikum med relativa permittiviteten
.. L omradet a/2 < r. < a &r det luft.

4.11

Cin |Cut

<
1

De tre sfiriska skalen ar koncentriska. Det innersta och yttersta skalet ar av metall
och det mellersta av ett icke-ledande dielektriskt material med relativ permittivi-
tet €,. I 6vriga omraden dr det vakuum. Pa det innersta skalet ldggs den positiva
potentialen V' och pa det yttersta potentialen 0.
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a) Ange vad som giller for de sex ytladdningarna som finns pa ytorna r = aj,
Y= Qu, T = bin, ™ = by, T = Cin, T = Cyt. Ytladdningen kan antingen vara 0,
positiv eller negativ.

b) Bestdm ytladdningen pa ytan r = a,, om man tar bort det dielektriska skalet.

4.12
a) b) c)
/O
<> _Q
2a
R
4a 6a

Det inre sfiriska klotet i de tre figurerna ar av metall och har radien a. Ange dess
potential i foljande tre fall

a) Klotet har laddningen @ och befinner sig i vakuum.

b) Klotet har den fria laddningen @ och omges av ett koncentriskt dielektriskt
skal med relativ permittivitet ¢,. Skalets innerradie 4r a och dess ytterradie
2a.

c) Klot och skal &r som i b-uppgiften. Dessutom finns ett tunt halvsfariskt me-
tallskal med radien 3a placerat enligt figuren. Det halvsfiriska skalet har ladd-
ningen —@).
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4.13

Inuti ett oladdat, dielektriskt, sfariskt skal (ytterradie ¢ och innerradie b < ¢) finns
ett metallklot med radie a < b. Dielektrikat har relativ dielektricitetskonstant &,.
Klotets centrum sammanfaller med det sfériska skalets medelpunkt, och det luftfyll-
da omradet mellan skal och klot har dielektricitetskonstant e, = 1. Metallklotet har
en total laddning (). Bestdm systemets elektrostatiska energi.

4.14

Ett klot med radie a bestar av ett dielektrisk material med relativ dielektricitetskon-
stant €,. Klotet ar laddat med total laddning @), och laddningen &ar jamnt férdelad
i klotet. Utanfor klotet, och koncentriskt med detta, finns ett jordat metallskal (ra-
die b), se figur. Omradet mellan klotet och skalet &r vakuum. Bestdm systemets
elektrostatiska energi We.

4.15

En koaxialkabel, vars innerledare har radien a och ytterledare har innerradien b, &r
for a < r. < b fylld med ett oledande dielektrikum med relativa permittiviteten

2
=) = T b

Bestam koaxialkabelns kapacitans per langdenhet.
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4.16
m

I —

_____________________________________________________|]
Ett laminerat material bestar av mycket tunna plana skikt. Vartannat skikt har
relativa permittiviteten €,; = 2 och vartannat ¢, = 3. Alla skikt ar lika tjocka. Tru-
la méter upp ett medelvirde av permittiviteten med hjélp av en plattkondensator
med kvadratiska plattor. Hon tillverkar en skiva med tjocklek d och med samma
yta som kondensatorplattorna av materialet. Denna skjuts in helt mellan kondensa-

torplattorna varefter kapacitansen méts upp. Permittiviteten far Trula fram genom
att utnyttja formeln for kapacitansen for en plattkondensator

Seoer
¢= d

Da skivan tillverkas sa att skikten &r parallella med kondensatorplattorna (se vénstra
figuren) far Trula fram ett vérde ¢,, medan da skivan tillverkas sa att skikten &r
vinkelrdta mot kondensatorplattorna (hogra figuren) far hon ett annat vérde e,.

Vilka vérden €,, och &, métte Trula upp?

4.17

("5
o

Hos en koaxialkabel med léngden L har innerledaren diametern 2a och ytterledaren
diametern 2b. Innerledaren centreras med hjalp av ett stod av ett material med rela-
tiva permittiviteten ,. Stodet, som stricker sig lings hela kabeln, har ett tvérsnitt
i form av en sektor med vinkeln 7/4 (se figuren). I 6vrigt dr det luft mellan ledarna.

Berikna koaxialkabelns kapacitans!
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Elektriska filt i material: svar och 16sningar

S4.1

a) B (inget félt i sfiren, filtlinjerna vinkelrdtt mot ytan, lika manga pilar in som
ut

)
b) C (inget falt i sfiren, filtlinjerna vinkelrdtt mot ytan, fler pilar pilar ut &n in)
c) D (falt inuti, inga pilar slutar eller borjar i sfaren, n x D diskontinuerlig)

d) A (filtlinjerna borjar inuti sfiren)

(
e) E (pilar slutar pa ytan, n x D kontinuerlig, vakuum)

S4.2

a) En negativ ytladdning pa den delen av sfirens yta som &r ndra punktladd-
ningen. Positiv ytladdning pa resten av ytan.

b) Det blir en attraktiv kraft mellan sfiren och punktladdningen.

S4.3

Alla tre ar noll

S4.4
bundna ytladdningar fria ytladdningar
i skivan i metallplattorna

R N R A

PlD E{ /- @

+ + + 4+ + + + +/+ + + .
________________ e e— dipol

S4.5
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b) D = —8087%12

c) P=—co(s, — 1) 2%
(er

1)
d) p=3P=—-2(, - 1)V2

S4.6

a), f), i), j) ar ratt

S4.7

b)7 d)a g)7 .]) dr ratt

S4.8
.. . .. €0rS
a) Formeln for kapacitansen for en plattkondensator ges av C' = . Konden-
satorn kan ses som tva parallellkopplade kondensatorer med yta S/2. Darmed
fas
€05
C = 20d (€T1 +€7«2)

%
b) Det elektriska filtet ges av E = Eoi i bada omradena. Den elektriska flodes-
tdtheten ges da av

D =epe,122 iden hogra delen
D = E0Er2

NENE

2 1 den vinstra delen

S4.9
a) och b) C = 80(57"1516;- £1955)
é‘067“15}25
hd) C= _0rier2”
c) och d) d1€,o + daeq
S4.10

Kapacitanserna fas enklast genom att anvinda formeln for en plattkondensator

o0&, S
h

C =
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dar S &r plattkondensatorns yta och h avstandet mellan plattorna.

a) Denna kondensator kan ses som tva seriekopplade kondensatorer med kapaci-

tanserna
2e0e,TaA%
Cr=—""1—
d
2eoma’
CQ -
d

Den totala kapacitansen ges av

1 20, ma?

T oG d(ire)

b) Denna kondensator kan ses som tva parallellkopplade kondensatorer med ka-

pacitanserna
- goe,m(a/2)?
d
0, — com (@ = (a/2))
d
Den totala kapacitansen ges av
2
EoTra
C=0C+0,= 3+er
1+ 0o 1d (3+er)
S4.11
a)
(0 pa ytan r = a,

positiv. pa ytan r = ay
negativ. pa ytan r = b;

Ytladdningen &r g. . po y "
positiv  pa ytan r = by

negativ pa ytan r = ¢,

L0 pa ytan r = ¢y

b) Antag en laddning @ pa den inre sfaren. Gauss lag ger
Q .
P

E(r) = 4dreqr?

for ay < r < ¢, Integration fran r = ay till ¢, ger

Cin R Q 1 1
= E(r)-vdr= _ -
v /aut <T) e dmeg \ Gut Cin

Totala ytladdningen pa ytan r = a; ges alltsa av

Ayt Gy
Q = dmegV—Lutlin

Cin — Qut
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S4.12

Klotets potential d&r densamma som potentialen i origo eftersom potentialen &r kon-
stant innanfor en sluten metallyta.

a)

b)

Eftersom laddningen ligger pa avstandet a fran origo fas

Vo @

4repa

Denna uppgift kan man losa genom att forst bestdmma elektriska flodes-
tatheten mha Gauss lag, déarefter det elektriska filtet Gverallt och till slut
potentialen genom integration av det elektriska filtet fran r = a till r = oo.
En alternativ 16sningsmetod ar foljande: For » = a ges sambandet mellan
den fria ytladdningstédtheten pg, den totala ytladdningstétheten pgior och den
bundna ytladdningstédtheten pg, av

A

ps=1-D

1 5 1
pSp:pStot_pS:<€——1)r.D:(8__1)ps

Det dielektriska skalet har alltsa vid » = a en bunden laddning

Qpa: <i_1) Q
Er

Eftersom dielektrikumet ar oladdat ar totala ytladdningen pa ytan r = 2a

Qp2a = _Qpa = - (i - 1> Q

T

Klotets potential ges da av
Q + Qpa + Qp2a

drega  4dmega  4Ameg2a
Q(l+e,)

8mepera

V:

Den laddade halvsfariska ytan gor att ytladdningsférdelningarna pa klotet och
det dielektriska skalet fordelas om. Fortfarande géller att den totala laddningen
pa klotet dr (Q och darmed &r ocksa de bundna ytladdningarna pa dielektri-
kumet oférédndrade fran det i b). Bidraget till potentialen fran klotet och det
dielektriska skalet &r alltsa oféréndrat. Eftersom halvsfarens laddning ligger
pa avstandet 3a fran origo ger den ett extra bidrag

Q

4megda
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till potentialen i b). Darmed fas
Q Qpa + Qan . Q _ Q(l +€r> Q

Arega  Amega  Ameg2a Ameg3a 8megEra 4megda

S4.13

Det elektriska filtet i omradet utanfor metallklotet har av symmetriskél endast en
radiell komponent och beror endast pa avstandet r fran origo, dvs.

E =E(r)r

Funktionsberoendet hos E(r) ges av Gauss lag (en fri laddning @) existerar pa klotets
yta, for 6vrigt finns inga fria laddningar). Vi far foljande (S en sférisk yta med radie
r>a):

/D~ﬁda:Q:>D:4Q—T2, r>a
r
0, r<a
Q 1, a<r<b
:}E =
") dmrieg | 1/e,, b<r<c
1, c<r

Den totala elektrostatiska energin blir

A Q2 c 1, ~ 1,
// E-Ddv=— > 16722, {/ —r dr+/b T4€rr 017“%—/C ar dr
1 1\1 1\1 Q? (1 1 1 1
1—— )=+ (1-=)='= S (T I
8#50{ ( €r> b +( 67«) c} 8meg {a < 67«) <b c>}
Alternativ 16sning: Utga fran

:%///dev:%QV(a)

dér potentialen V' (a f E(r") dr’ pa metallklotet &r

<1
— dr d —d
47’(’60 (/ _'_/b r? Er r+/c r T)
B 1_1 11
47r50 a Er b ¢

Den elektrostatiska energin blir

o= & (- (-2) ()
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S4.14

Klotets rymdladdningstathet ar

Q

P= dma3/3

Den elektriska flodestiatheten innanfor/utanfor klotet bestdms genom Gauss lag.
Av symmetriskédl kan den elektriska flodestatheten endast bero pa avstandet till
origo, 7, och vidare kan filtet endast ha en radiell komponent, dvs. D(r) = D(r)7.
Funktionsberoendet hos D(r) ges av Gauss lag (klotet innehaller fria laddningar i
form av rymdladdningstédtheten p, och insidan av metallskalet har en fri laddning

—@Q, for 6vrigt finns inga fria laddningar). Vi far f6ljande (S en sfarisk yta med radie
r):
Qenclf’

472

//D('r) -1 da = Qene = D(r) = D(r)r =
s

Den inneslutna (fria) laddningen &r

4 3 3
er:Q—T, 0<r<a
B 3 asd
Qenc— Q7 a§r<b
0, b<r

Detta ger den elektriska flodestiatheten och det elektriska faltet, E(r) = E(r)r

r
— <r< 0<r<
. - 0 et 0<r<a o 0 PR <r<a
(T)_47rr2 ,  a<r<hb G T 4mr2e, | L a<r<b
0, b<r 0, b<r

Systemets elektrostatiska energi bestdams sedan genom integration

We:%éS//D(r)~E(r)dv

Vi far
a 2,2 b 2
We:27r/ Lﬁdr—i-%r/ Q—rer
0 a

1672ab¢eqe, 1672rie
Q? Q? Q°

B 40macps,  8masy B 8mwbeg
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Alternativ 16sning: Utga fran

We:%///p(r)V(r)dv:g///\/(r)dv

eftersom p dr konstant och potentialen V' = 0 pa metallskalet (inget bidrag till
energin fran de fri laddningarna pa metallskalets insida) Potentialen V' beror endast
pa r och bestdms genom Poissons ekvation

VQV = ii T2d_v _ _p/ (5087") , O<r<a
r#dr dr 0, a<r<b

Integration i radiell ger

€0t | B/r?, a<r<b

av._— p r/3+ A/r?, 0<r<a
dr €0y

Ytterligare integration i radiell led ger

Vir) = — p |r?/6—A/r+C, 0<r<a
R —B/r+ D, a<r<b

Potenialen skall vara &ndlig i origo, kontinuerlig for » = a, samt noll vid r = b.
Vidare skall ,V'(a — 0) = V'(a + 0). Detta resulterar i

V(T)__L{(r2—a2)/6+6ra3(1/b—1/a)/3, O<r<a

goer | —&.a®/(3r) + £,a%/(3b), a<r<b

Integration ger sedan

a 2mp? [Pt — 22 e (11
We:27rp/ V(r)r2dr:—7m/r re e (———)dr
0 0

E0Er 6 3 b «a

B Q? 1 1 1
We_SﬂasosT 5+6Ta a b

S4.15

eller

Antag att innerledaren har laddningen p; per ldngdenhet. Gauss lag ger da att
D(r.) = pi/(2mr.)7r.. Det elektriska féltet ges ddrmed av

E(T ) _ 14 # pl(1+7"c/b)f‘
 2megen(ro)re © dmegre
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Potentialen mellan ledarna ges av

b bl b
V(a)—V(b):/E(rC)-ff"c dr. = / tre/b g,

4meg Te

- (55 )

Kapacitansen per langdenhet ges av

C_ o) B 4megb
~ V(a)=V(®) b—a+bln(b/a)

S4.16

De olika skikten kan ses som kapacitanser som &r seriekopplade (skikten parallella
med metallytorna) eller parallellkopplade (skikten vinkelrdta mot metallytorna). Vid
seriekoppling adderas inverserna av kapacitanserna, dvs (varje skikt dr d/2N tjockt
om det finns N skikt av vardera materialet)

Z Zd/zN 42N _dj2 (1 1\ _ d 5
Ogn Ogn - 5602 5503 N 560 2 3 580 12

Detta ger ., = 12/5. Vid parallellkoppling adderas kapacitanserna, dvs (varje skikt
har ytan S/2N)

N N
(S/2N)802 (S/2N)€03 S&To 243 560 5
Co=2 OntOn=D e = =,

n=1

I det hér fallet fas alltsa ., = 5/2.
S4.17
Rétt randvillkor &r uppfyllda om vi antar E = E(r.)7.. Antag en laddning @ pa

innerledaren och bestdm potentialskillnaden V(a) — V/(b). Lat S vara ytan av en
cirkuldr cylinder med radien a < r. < b. Gauss lag ger

Q- /D Fo dS = eo(re) (27 = 7 ) el + cos, B(re) Jrel

4
4Q
= FE(r.) =
(re) eo L (7 + &)1
Potentialskillnaden mellan inner- och ytterledaren ge av

b 40Q b
V(a) =V (b) = / E(re) dre = I 1na
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67

Kapacitansen ges av C'= Q/(V (a) — V(b)) och déirmed

_eoLm(7T+¢,)
¢= 41n(b/a)
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5 Magnetostatik

5.1

Du skall bestdmma den magnetiska flodestétheten i punkten (0,0, z) fran en cirkulér
slinga som ligger i planet z = 0 med z-axeln som symmetriaxel. Slingan har radien
a och det flyter strommen [ i den, enligt figur. I detta fall bor man anvinda Biot-
Savarts lag

B(r) - ,uolj{dﬂ X (r—r1r')

 4n lr — /|3
c

a) Ange, utan att rikna, at vilket hall B &r riktat?

b) Vad ér kurvan C? At vilket hall skall kurvan C' genoml6pas?
c) Vilket koordinatsystem &r lampligt att anvénda?

d) Vad dr r i detta fall? Vad kallas denna punkt?

e) Vad ar vektorn 7’ uttryckt i det valda koordinatsystemet? Vad kallas denna
punkt?

f) Vad ar |r —7'|?
g) Ge ett lampligt uttryck for vektorn de’.
h) Bestdm

At x (r—1')

lr — /|3

i) Vad blir B(0,0, z)?
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5.2

Yar
<

Den cirkuldra ledaren &r lang, rak och for strommen [ i riktning ut ur papperet
(positiv z-led). Strommen &ar jamnt fordelad over tvérsnittet.

a)
b)
¢)
d)
)
f)

g)

5.3

Vilket koordinatsystem &r lampligt att anvénda?

Hur ser de magnetiska faltlinjerna ut?

Vilken riktning har det magnetiska faltet?

Beloppet av magnetfiltet beror endast av en koordinat. Vilken?
Vad &r strommen som gar igenom en cirkel med radien 7.7
Anvand Amperes lag for att bestamma H da r. > a.

Anvind Amperes lag for att bestamma H for r. < a.

Studera slingan i uppgift 5.1.

a)
b)

c)
d)

e)
f)

g)

h)

Vad é&r slingans dipolmoment m?

Antag att vi vill bestimma B pa langt avstand fran slingan. Vilket koordi-
natsystem ar det da lampligt att anvanda?

Hur avtar B med avstandet r da r > a?
Vilken approximation anvinder man lampligen for att bestimma B da r > a?
Bestam B(r) da r > a.

Uttryck punkten (x,y, z) = (100a, 0, 100a) i de sfiriska kordinaterna r, 6 och
o.

Uttryck de sfiriska enhetsvektorerna 7 och 0 i de kartesiska enhetsvektorerna
&, ¥ och z i punkten 7 = (100a, 0, 100a).

Bestdm -, y- och z-komponenterna av B i punkten r = (100a, 0, 100a).
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5.4

Aterigen #r det slingan i uppgift 5.1 som gller. I a) och b) skall du inte anvinda
nagra formler.

a) Antag att man ldgger pa ett yttre magnetfilt B = Byz. Blir det da nagon
nettokraft pa slingan? Blir det nagot vridande moment pa slingan och hur &r
detta i sa fall riktat?

b) Samma som a-uppgiften men med ett yttre magnetfilt B = Byx.

c) Bestam det vridande momentet T' i uppgift b.

5.5

D

En tunn, cirkuldr ring med radie a ar jamt uppladdad med total laddning @), se
figur. Ringen roterar med konstant rotationsfrekvens f kring en axel vinkelrédt mot
ringens plan (z-axeln) och genom dess centrum. Bestdm den uppkomna magnetiska
flodestétheten B lings ringens symmetriaxel, dvs. B(z).

5.6

I

—— — - > ———

Pa en odndligt lang, rak ledningstrad har det uppstatt en kvadratisk, plan defor-
mation, se figur. Traden for en likstrom med styrkan /. Bestdm den magnetiska
flodestédtheten B i kvadratens centrum. Det rader vakuum i omradet.
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5.7
zZ
I
4 y
>
I x

Tre langa raka ledare for vardera strommen I. Ledarna ligger ldngs de tre koordina-
taxlarna och strommarna flyter i positiv -, y- och z-led. Bestdm magnetfiltet H i
punkten r = (a,a,a).

5.8

><"

r—Pr—P

' b/2 " b2

En koaxialkabel har en innerledare med radien a och en ytterledare med innerradien
b och ytterradien c. Innerledaren &r inte centrerad utan ligger pa avstandet b/2 fran
ytterledarens centrumlinje. Innerledaren for en likstrom I och ytterledaren for en lika
stor strom i motsatt riktning. Bada strommarna ar jimnt fordelade 6ver respektive
tvarsnitt. Overallt &r relativa permeabiliteten ett. Bestdam storlek och riktning av
den magnetiska flodestdtheten B i punkten P.
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5.9

En koaxialkabel bestar av en cirkulér ytterledare och en excentriskt placerad cirkulér
innerledare. I ytter- och innerledaren flyter det samma stréom men motsatt riktad (in
i pappret for den inre ledaren och ut ur pappret for den yttre). Stromtatheten antas
vara jaimnt fordelad over respektive ledares tvirsnitt. Vilken av foljande faltbilder for
den magnetiska flodestatheten B representerar bast den ratta faltbilden i problemet:

I
Q@
eYe

(©e
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5.10

s
8

\/

Figuren visar tvéirsnittet av en kraftledning pa hojden h 6ver marken. Avstandet
mellan de tva mycket langa raka stromférande ledarna ar d. Ledarna for strommen
i(t) = Ipsinwt. Marken antas oledande och dess relativa permeabilitet &r p, = 1.

Bestam B-filtet till storlek och riktning i punkten A rakt under kraftledningen.
Frekvensen ar sa lag att kvasistationdra forhallanden antas rada.

5.11

De tre ledarna i figuren &r mycket langa. Strommen [ &r en likstrom. Den flyter i
positiv z-led i den mittersta ledaren och aterledningen sker i de tva yttre ledarna.

/2 I /2

a) Rita ut kraftvektorer som anger vilka magnetiska krafter som verkar pa le-
darna. Samtliga krafter skall ha ratt riktning och deras inbordes langder skall
stdimma. Om du anser att nagon av ledarna inte utsétts for nagon kraft sa
ritar du inte ut nagon vektor pa denna ledare.

b) Bestdm uttrycken for kraften per langdenhet pa var och en av de tre ledarna.

5.12

Den cirkulédra slingan har radien a. Det géller att a < b < L.
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A
\/

O

a) Bestdm ett approximativt vérde pa absolutbeloppet av det magnetiska flodet
genom den lilla slingan om stréommen I gar genom den stora slingan.

b) Bestédm ett approximativt virde pa absolutbeloppet av det magnetiska flodet
genom den stora slingan om en stréom I gar genom den lilla slingan.

Ledning: Uppgift b) kan 16sas pa tva olika sitt. Ett sitt 4r mycket enkelt.

5.13
a b
1T 1 T 1
® ° ° °
d

En telefonledning och en kraftledning gar parallellt med varandra pa samma hojd,
se figur. Hur stor blir den ¢msesidiga induktansen per km, da d = 5.0 m, a = 1.0 m
och b =25 cm?
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5.14

Hr2

En koaxialkabel har en innerledare med radien a och en ytterledare med radien
4a. Mellan ledarna finns tva olika material med relativa permeabiliteten p,; = 1
for a < r. < 2a och p.o > 1 for 2a < r. < 4a. Inner- och ytterledarna &r tunna
cylindriska skal. Bestdm koaxialkabelns induktans per langdenhet, L.

Ledning: Konduktiviteten i omradet mellan ledarna &r sapass liten att den kan
forsummas. Strommen som gar lings koaxialkabeln gar alltsa vid r. = a respektive
r. = 4a.

5.15

En tradformig ledare &r bojd i form av en reguljar n-horning, vars inskrivna radie
ar R. Bestdm den magnetiska flodestitheten B i n-hérningens centrum da ledaren
for strommen I. Vad sker da n — oco. Jamfor med ett enklare fall.
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5.16
Y
a) Y b
T T > T >
a 20 7 20 T
Y
Y
c) d)
| > | | >
Y a 20 T
©
a/2

I figurerna ovan visas tvérsnittet av langa raka ledare som alla fér strommen 1.
[ de gra delarna gar strommen ut fran papperet (i positiv z-led) och i de svarta
delarna gar strommen in i papperet (negativ z-led). Strommen &r jamnt fordelad 6ver
tvérsnittet av ledaren. Bestam magnetfiltet H till riktning och storlek i punkterna
(x,y,2) = (a,0,0) och (2a,0,0) i de fyra fallen a)-d).
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Magnetostatik: svar och l6sningar

S5.1

a) Positiv z-led.

b) Cirkeln som beskriver slingan. Den skall genomlépas i stromriktningen.
c) Cylinderkoordinater (rc, ¢, z).

d) r = zz. Filtpunkt.

e) r’' = ar,. Killpunkt.

f) va*+ 22

g) d¢ = ad¢’ qAbl.Man kan fa detta genom att se hur punkten ' flyttar sig om man
andrar vinkeln ¢ ett inkrement d¢’. Ett annat alternativ ar att utnyttja

dr’
¢ = —
dg’

Den sistndmnda séttet fungerar alltid om man parameterframstéllt kurvan.

h)

dd’

At x (r—7r") (azr,+ a*2)

_ d¢’

r— 73 (a2 + 22)3/2

poa’l

B(0,0.2) = 55 o

S5.2

a) Planpolira koordinater.
b) Koncentriska cirklar.
c) ¢ (positiv ¢-led)

d) r.
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f) H = 27TTC¢

Ire -

8) B 27m2¢
S5.3

a) m = ma*lz

b) Sfiriska

c) r3

d) Dipolapproximationen

ma?l g

e) B(r) = (27 cos § + @ sin 0)

f) r =100v2a, @ = 7/4 och ¢ = 0.

g) P =(2+2)/V2 0=(2—2)/V2
h)

43

. I/L01076

B(r) = 0 o3+ 2

S5.4

a) Ingen nettokraft och inget vridande moment.
b) Ingen nettokraft men ett vridande moment riktat i positiv y-led.

c) T =m x B = Ina’Byy.

S5.5

Vi bestammer forst strommen som flyter i ringen da den roterar med vinkelhastig-
heten w = 27 f. Laddningstatheten per lingdenhet p, i ringen ges av

Q

Pe:%

vilket ger strommen [

Qu _

[ = = =
WPt = o

Qf



5 Magnetostatik: svar och l6sningar 81

Ett enklare sétt att komma fram till uttrycket for strommen I &r att notera att under
tidsperioden T" = 1/f passerar laddningen ) en given punkt pa ringen, dvs. I =

QIT=QF.
Biot-Savarts lag evaluerad langs z-axeln, r = 2z, ar

B(z) = @Ij{ dr' x (22 —1')

 A4n 22 — r’]3

L
Linjeelementet dr’ = a¢ d¢ och killpunkt ' = ar. ger

_@]/%a&bx (22 —ar.)do
0

B(Z) - A7 (22_’_&2)3/2

Av symmetriskéil bidrar endast z-komponenten, dvs.

21 2d 2
B(z)_éﬂl/ _ade o, @@
o ( 2

- TAr 22 4 a2)3/2 (22 + a2)3/2
_ 2 110Q fa*
B() = 22 (22 + a2)3/2
S5.6
A x
a
I ¢ ,
= ® v -

~N ¥o

I 1
P

Med koordinataxlar som visas i figuren skall vi beridkna den magnetiska flodes-
tatheten i punkten r = &a/2. Léttast loses problemet genom att ldgga till en
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stromtrad som kompletterar banan till en hel kvadrat plus en oédndligt lang rak
ledare. Bidraget B;(r) fran den odndligt langa ledaren fas enkelt med Amperes lag.

_ poly _ toly
27r, Ta

B (r)

eftersom r. = a/2.

Bidraget Bo(r) fran kvadraten blir fyra ganger bidraget fran en av kvadratens sidor,
t.ex. det Ovre linjestycket, som lampligen parameteriseras genom ' = xa + 2t,
t € [—a/2,a/2]. Detta bidrag beridknas sedan med mha. Biot-Savarts lag.

I [dr' x (r—71 I [ 32 x (2a/2 — (&a + 2t
B2(T)_M0/ ( )_uo/ (@a/2 — ( )

Ar J - P Am e |&a/2 — (&a + 2t)]°
~ a/2 ~ a/2 ~
__uofy/ a/2 da = _Holy t _ oly
AT J a2 (a2/4 + 2)%? 2ra (a2/4 4 12)'/? a2 m™/2a

vilket sammanlagt blir

B(r) = By (r) + 4Ba(r) = 1219 (1 - 2\/5)

Ta

Alternativ, jobbigare 16sning: Stomtradsdelarna, 5 stycken till antalet, para-
meterframstélls som

(v =2t, te(—o0,—a/2
ry=at — 2a/2, te|0,d
ry,==xa+z2t, te€[—a/2,a/2]
v, =at+ za/2, tE€a,0]

| 75 = 2t, t€a/2,00])

Biot-Savarts lag evaluerad r = &a/2 ar

B(r) = ,uol/dr’ X (r—1')

4 |fr — fr'/|3
L

dar L ar hela ledningstraden, dvs. alla 5 stromtradsdelarna. De olika delarna berék-
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nas var for sig och laggs sedan samman (superposition)

[ B,(r) = /i@f/‘“/? & x (#a/2 - 2t)
! At | |aa/2 — 2t
Bo(r) ol /a T X (xa/2 — (@t — 2a/2))
an Jo o |@a/2 — (@t — 2a/2)
Ba(r) = pol /W 2 x (za/2 — (za + 2t))
A J oy |®aj2 — (Za+ 2t)
Bi(r) = pol /0 & x (Za/2 — (&t + 2a/2))
A J.  |@a/2 — (@t + 2a/2)|?
Bi(r) = ,u_ol/oo z X (za/2 — 2t)
X AT Jopy  |a)2 — 2t

dt

Vi forenklar uttrycken
Iy [~%? a/?2
Bulr) = Bo(r) = 10 [
Adr ) o (a2/4+12)

N a/2
11019 a/2
B = B =B = = e &
2(7) 3(7) a(r) 47 /_a/2 (12 + a2/4)*?

Med integralen i problemets ledning far vi

( . —a/2 .
Bi(r) — 101Y t _mly (1
2ra (a2/4 + 12)'/? 2ma V2
9 . a/2 N
BQ(’I"):—MOIy t :_MOIy
2ra (g2 2)1/2
\ (a?/4 4+ t2) a2 ™/ 2a

Totalt far vi

Lol Yy 1 poly — poly
B(r)=2B 3By(r) = 1-—) -3 - (1—2 2)
(r) =2B1(r) + 3Ba(r) = 0¥ (1= o) a0 V0 (g

S5.7
For en lang rak ledare ger Amperes lag
I -
H(r,) =
(re) 27, ¢

I punkten r = (a,a,a) giller r. = v/2a for alla tre ledarna och

*@\/%L% for ledaren ldngs x-axeln
b = m_\;; A for ledaren langs y-axeln
—+y

for ledaren ldngs z-axeln

S
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Summan av dessa tre vektorer &r noll och ddrmed blir det totala magnetfiltet noll,
H(a,a,a) = 0. Detta foljer ocksa av symmetriskal.

S5.8

Amperes lag ger
[,L()I 1 1 ~
B = — i
27 <(c—b/2) c)y

S5.9

Eftersom stréommen ar jamnt fordelad i ytterledaren kommer strémmen inte att bidra
till flodestdatheten innanfor ytterledare. Féltbilden innanfor ytterledaren kommer
darfor besta av koncentriska cirklar kring innerledaren. Dérmed &r I, V och VI
uteslutna. Vidare kan IIT uteslutas, eftersom inga bidrag fran ytterledaren finns med
(bilden visar endast féltbilden fran innerledaren). Bilden IV representerar inte heller
faltbilden korrekt, eftersom filtlinjerna inte ar slutna kurvor (divergensen av féltet
ar inte noll). Flodestéitheten utanfor ytterledaren i I, IV och VI &r identiskt noll,
vilket inte gar att astadkomma for tva excentriskt placerade ledare med likformig
stromfordelning.

Slutsats: Bilden II representerar filtet bast.

S5.10

Amperes lag ger att bidraget fran den vénstra ledaren ges av

foi(t)

v = m(:ﬁh+2d/2)

Bidraget fran den hogra ledaren ges av

B, — poi(t)

= S CEh2)2)

Totala magnetiska flodestdheten ges ddrmed av

poi(t)d

B=B,+B,= -
M=y
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S5.11

F, /2 I 1/2 F

® O] &—

2

a) Magnetfiltet fran mittenledaren gar moturs och magnetfiltet fran varje ytter-
ledare gar medsols. Totalt ger detta att mittenledaren inte paverkas av nagot
magnetfilt, att den vinstra ledaren kénner av ett magnetfilt som pekar nedat
och att den hogra ledaren kédnner av ett magnetfilt som pekar uppat. Lorentz-
kraften ger att mittenledaren inte kénnar av nagon kraft, att kraften pa den
vanstra ledaren pekar at véanster och att kraften pa den hogra ledaren pekar
at hoger, se figur.

b) Amperes lag ger att magnetfiltet vid den hogra ledaren ges av

wol (1 1\ . 3Buol .
T

Co2r \a  4da ~ 8ar

Kraften per langdenhet ges da av BI L-formeln

3pol?
Fo=1
16am
Kraften pa den vénstra ledaren blir pa samma sétt
. 3/10]2 3
"7 16ar

Slutligen maste kraften pa mittenledaren vara noll.

S5.12

a) Det magnetiska féltet fran en lang rak ledare ges av

B(TC) . NOI (2)

27r,

Detta ger flodet
2/,60[ (1 1) . ,LL()CLQI

|®| = ma

or \b  2b 4b

b) Vi utnyttjar att Mo = Mo, dvs att den dmsesidiga induktansen mellan tva
slingor &ar oberoende av i vilken slinga strommen gar i. Dérmed far vi samma
flode som i a)-uppgiften.
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S5.13
AY

—_
[\)

w

W

Introducera ett koordinatsystem enligt figur. Ledarna 1-4 har positionerna

ry=a(d+b/2)

Antag att det i ledare 1 flyter en stréom —I i positiv z-riktning (ut ur papprets
plan), och en strom I i ledare 2. Den magnetiska flodestétheten fran en ledare som
for strommen [ &r
Tpo
= 5 Q’)
T
Flodet per langdenhet genom ledarna 3-4 blir ddrmed (normalriktning ¢ och integ-
rationsvariabel r = &x — 7y 5)

o _ Lo e 4y — [0 (d+D/2—a/2)(d=b/2+ a/?)
2T Sy \T—a/2  x+a/2 S 2r (d—b/2—a/2)(d+b/2+a)2)
och den 6msesidiga induktansen M = ®/I per lingdenhet blir
A= Hoy (d+0b/2—a/2)(d—b/2+ a/2)
2 (d—b/2—a/2)(d+b/2+a/2)
med insatta virden far vi per km

4.625 - 5.375
4.375 - 5.625

B(r)

M =2-10"*In H/km = 2.0 uH/km

S5.14

Antag en strom I léngs den inre ledaren. Strommen pa den yttre ledaren &r da —1.
Ampéres lag ger

N
e

0 annars
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Motsvarande B-filt ges av

MO 7‘11/\
B(r.) — —LQMCQES a<r.<2a
¢ tormal gy 94 < r, < 4a

27rc

Flodet per lingdenhet ges av

4a R MOI
= B'¢dTC:%<MT1+Mr2)IH2

Induktansen per lingdenhet ges da av

o
L:—:— r r 12
I 27r<ﬂ1+“2)n

S5.15

AZ

Biot-Savarts lag anvinds forst for att berikna den magnetiska flodestéatheten fran
en rak ledare av langd h pa avstandet R fran ledarens mittpunkt, se figur. Orientera
ett koordinatsystem vars z-axel dr parallell med den raka ledaren, och matpunkt i
r = 0. Kéllpunkten betecknas ' = Rx + 2’'z. Filtet i origo blir

Y R Ry L IS
Am —h/2 (R2—|—2’2)3/2

= Ar

Forenklingar ger

IRugy [M? dz’ IRy 2 "
B(0) = — uoy/ N oy _
At Joppe (R? + 2?) / i R (R? + =) / s
_ Ty h

2TR (4R? + h2)1/2
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[ vart fall & h/2 = Rtan ¢, dir ¢ = 7/n, se figur. Vi far

h B tan ¢ — sino
(4R? +h)'? (14 tan2¢)"?

vilket ger en total magnetisk flodestéthet i origo fran de n raka ledarna som utgor
n-hoérningen

[
B(0) = — ;:]O%y sin/n

dér y dr en enhetsvektor som pekar in i papperets plan med den strémriktning som
anges i problemets figur.

I gransen n — oo far vi

Loy
2R

B(0) =

vilket &r filtet i centrum av en cirkulér slinga med radien R.

S5.16

a)-c) ges av Ampéres lag. H = 21;—‘;}(}5 dar I, dr den totala strommen innanfor

cirkeln med radien r. och (}5 ar enhetsvektorn i ¢-led. Pa x-axeln géller (}5 =y
a) Iy = I bade for r. = a och r. = 2a. Detta ger H(a,0,0) = I/(2ma)y
respektive H (2a,0,0) = I/(4ma)y

b) liox = 0 for r. = a och Iy, = —1 for r. = 2a. Detta ger H(a,0,0) = 0
respektive H(2a,0,0) = —I/(4ma)y.

c) Lot =1 for r = a och Iyy = [ — I = 0 for r. = 2a. Detta ger H(a,0,0) =
I/(2ma)y respektive H(2a,0,0) = 0.

d) Man kan ligga till och dra ifran en strém Iy = m(a/4)*1/(0.757(a/2)?) = 1/3,
enligt figur.

Y ) )
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Ampéres lag ger

Al /3 Al
H(a.0,0) = —— ¢ — §= — 4
(0,0,0) = ¥ = 50750 = ra
Al 1/3 51
H(20,0,0) = 45— 113, ;

" 6n2a”  271.75a°  21na
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6 Magnetiska fialt i material

6.1

Du har tva sma, identiska magneter, och bestammer dig for att undersoka hur starka
dessa ér. Eftersom de dr sma, approximerar du vardera magnet med en magnetisk
dipol med dipolmoment m. Du arrangerar en uppstéllning, sa att magneternas cent-
ra, med antiparallella dipolmoment, i vila befinner sig pa ett vertikalt avstand h fran
varann under inverkan av tyngdkraften, se figur. Magneternas vigs och vardera mas-
sa bestdms till M. Hur stort &r magneternas dipolmoment m? Tyngdaccelerationen
betecknas med g.

6.2

En permanentmagnet har formen av en ring med rektanguldrt tvérsnitt. Magneti-
seringen i ringen antas vara konstant M = M z och riktad ldngs ringens symmetri-
axel, se figur. Inner- och ytter-radier pa ringen dr a respektive b, och dess hojd é&r
h. Bestdm den magnetiska flodestdtheten B i magnetens centrum, punkten P.
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6.3

Ett omrade {(r,60,¢) :a <r <b,0<0<a,0<¢<2r}isfiriska koordinater har
2

a” . . . . . .
magnetiseringen M (r) = My—; 7. Berikna magnetiska flodestétheten B i origo.
r

6.4

En lang, homogen cylinder fors in i ett omrade med konstant B-filt. Figuren nedan
visar ett antal alternativ pa den magnetiska flodestatheten for omradet i och kring
cylindern. Vilket (eller vilka) av alternativen representerar den korrekta faltbilden
for den magnetiska flodestédtheten med foljande egenskaper hos cylindern:

a) Diamagnetiskt material, 0 < p, < 1.

b) Idealt diamagnetiskt material, y, = 0.

c) Paramagnetiskt eller ferromagnetiskt material, p, > 1.
d) Idealt ferromagnetiskt material, p, = occ.

e) Elektrisk ledare (u, = 1), som for en elektrisk strom, som dr jamnt fordelad
over ledarens yta.

f) Elektrisk ledare (p, = 1), som for en elektrisk strom, som é&r jimnt férdelad
over ledarens tvdrsnitt.
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6 Magnetiska fialt i material
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Magnetiska falt i material: svar och 16sningar

S6.1

Den magnetiska flodestatheten B fran en magnetisk dipol i origo med magnetiskt
dipolmoment m = mz ar

B = Z—O X (mxr) _ Hoh (2?0089+ésin9)

T r3 473

Den magnetiska flodestéitheten pa symmetriaxeln (z-axeln) blir

_ _Hom 3
27| z|3

Vi lagger en z-axel pekande vertikalt uppat i figuren med origo i den nedre magnetens

centrum. Kraften F' pa den 6vre magneten fran den nedre magneten kan nu tecknas
pom? d 1 . 3ugm?

— _— z =

2r dz 23, _, 2mht

F=Y((-m) B)., =

Denna extra kraft balanseras av den 6vre magnetens tyngd —M gz, dvs.

3pom?
Ma —
9= omnd

ur vilket vi loser ut m

o 2 2rMg
3ho

S6.2

Den konstanta magnetiseringen M = Mz har en ekvivalent ytstromtathet Jg =
M x n pa magnetens mantelyta (topp- och botten-ytan bidrar ej da ytnormal och
M dir dr parallella). Dessa strommar dr en konsekvens av de bundna strommarna
i materialet.

J._ M xp=-M¢ p=a
T AMxp=M,  p=0b
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Biot-Savarts lag ger nu den magnetiska flodestétheten i centrum r = 0 (kéllvektorn
v =pp +22).

_to [ Is(r)x (0 =1)
BO) =4 é/ 0 —r/f? ¢

M 27 h/2 ' Ay /2
_ /“’LO/ ¢ X (ap —|—3Z/2Z) dZ, ad¢/
47 0 —h/2 (CL2 +Z/2)

2m n/2 3! N s
_MMO/ ( ¢ X(bp+ZZ) dz/) bd¢/
0

47 —h/2 (b2 +Z/2)3/2
_ &Madu, /W dz/ EMb /W dz/
2 —h/2 (a? + 2’2)3/2 2 —n/2 (b2 + 2’2)3/2
. 2'=h/2
~ zZMpg 2 z' ]
2 @) (@)L,

_sM h______h
V@ )2 (da + )

S6.3

Eftersom V x M (r) = 0 finns det inte nagon bunden volymstromtétheten inuti
kroppen. Vidare finns det ingen bunden ytstromtéithet pa kalotterna eftersom de
utatriktade enhetsvektorerna pa dessa ytor &r parallella med magnetiseringen. Pa

A

mantelytan (n = 6) finns dock en bunden ytstromtathet:

a? A a? -

Jms(r)=M(r) xn = Moﬁ(f' x 0) = My—¢

r2

Magnetiska flodestédtheten i punkten r» = 0 ges av Biot-Savarts lag:

o [Tus()XO=7) o o [ Twslr) X7,
B(0) = 47?/ |0 — 7|3 5" = 47 r’3 d5

dér integrationen sker 6ver mantelytan och dS’ = r’sinadr’ d¢’. Speciellt &r

a2 3 CL2 ~ aQA
2
= MO%(:%cosacosqb' + g cosasing’ — zsina)
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Eftersom cos ¢’ och sin ¢’ integrerat mellan 0 och 27 dr noll aterstar endast integralen
i z-led:

o Moa? sin® o /27T , /b dr'  poMya®sin?a [ 1 1
BO)=2———m — d R i e S
(0)=2 4T 0 ¢ . 3 o 4 a? b2

B iquOSin%y 1_ <a>2
B 4 b

S6.4

Vi konstaterar forst att de symmetriska féaltbilderna, I, II, IIT och VI, &r associerade
med magnetiska material, medan de asymmetriska bilderna, IV, V, VII och VIII,
maste vara konsekvenser av en strém som flyter i ledaren.

a) II. Glesare filtlinjer inuti cylindern.
b) VI. Inga filtlinjer inuti cylindern, B-féltet dr noll inuti cylindern.
c) III. Tétare féltlinjer inuti cylindern.

d) I Over grinsytan ar H-filtets tangentialkomponent (inga ytstrémmar) och
B-filtets normalkomponent kontiuerliga.

(2) m>1

Randvillkoren ger

’fL'Bl:’fI,'BQ BlsinalngsinQQ

. R 1

nx B, =—nx By Bjcosa; = — By cos oy
/’I/I' I’LI‘

vilket ger tana; = p,tanay — oo, nir p, — oo. Saledes oy — 7/2, jfr.
ekvipotentialyta for det elektriskt falt med metallkropp.

e) IV och V. En jamnt fordelad ytstrom ger inget bidrag till faltet inuti cylindern,
dvs. féltet inuti cylindern ges av det yttre konstanta filtet. Skillnaden mellan
IV och V &r strommens styrka — starkare i V. B-filtets tangentialkomponent
diskontiuerlig p.g.a. ytstrommar. I bada fallen gar ytstrémmen in i pappret.
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f) VII och VIII. Utanfor cylindern finns ingen skillnad i féltbilden om strommen
ar jamnt fordelad pa ytan eller flyter i hela tvérsnittet. Bilderna V och VIII har
samma faltbild utanfor cylindern. Det har &ven IV och VII, bortsett fran att
strommarna har motsatt riktning i de tva fallen. I fallet med volymstrommar
ar falten kontinuerliga 6ver cylinderytan, eftersom bade normal- och tangenti-
alkomponenter dr kontinuerliga (4, = 1), jfr. bilderna pa ytstrémmar, IV och
V, dér tangentialkomponenterna dr diskontinuerliga. I VII gar strommen ut
ur pappret och i VIII in i pappret.
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7 Elektrodynamik

7.1

En stav har langden L, tvérsnittsarean A och konduktiviteten o. I staven gar lik-
strommen [. Lagg z-axeln lings staven och lat strommen ga i positiv z-riktning

a) Bestam stromtétheten J i staven.

b) Bestdm det elektriska filtet i staven.

c) Bestam spénningen mellan stavens éndar.

d) Vad ér stavens resistans?

e) Vad ér effektutveckling per volymsenhet i staven?

f) Vilken effekt utvecklas i staven. Ridkna ut den dels genom att du vet spanning
och strom och dels genom att du vet effektutvecklingen per volymsenhet.

7.2

Omradet mellan tva koncentriska metallskal ar fyllt med en elektrolyt med konduk-
tivitet o. Den inre sfiren har radien a och den yttre radien b. En strom I gar fran
den inre till den yttre sfiaren.
a) Bestdm stromtétheten J som funktion av radien r i omradet mellan sfiarerna.
b) Bestdm det elektriska féltet 1 omradet mellan sfirerna.

c) Bestam spdnningen mellan sfirerna.

d) Vad ér resistansen mellan sfirerna? Bestdm denna utgaende fran att du vet
spanning och strom.

e) Bestdm nu resistansen genom att se omradet mellan sfirerna som seriekopplade
resistanser.

7.3

Omradet mellan tva koncentriska cylindrar &r fyllt med en elektrolyt med konduk-
tivitet o. Cylindrarnas langd &r L och den inre cylindern har radien a och den yttre
radien b. En strom I gar fran den inre till den yttre cylindern.
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a) Bestdm stromtéitheten J som funktion av radien r. i omradet mellan cylind-
rarna.

b) Bestdm det elektriska filtet i omradet mellan cylindrarna.
c) Bestam spénningen mellan cylindrarna.

d) Vad é&r resistansen mellan cylindrarna? Bestdm denna utgaende fran att du
vet spanning och strom.

e) Bestdm nu resistansen genom att se omradet mellan cylindrarna som serie-
kopplade resistanser.

7.4

En plan slinga med ytnormal & och yta A utsitts for ett i rummet homogent mag-
netiskt falt B = By coswtx. Vad ar flédet genom slingan, och vilken elektromotorisk
kraft paverkar den?

7.5

En plan slinga med ytnormal & och yta A fors med hastigheten vy genom det i
tiden konstanta magnetiska fialtet B = By coskyx. Vid t = 0 befinner sig slingan
iy = 0. Vad ar flodet genom slingan, och vilken elektromotorisk kraft paverkar
slingan? Ytan S forutsitts liten i forhallande till lingdskalan 1/k.

7.6

Havsvatten kan beskrivas av p = pg, ¢ = 8leg, 0 = 20S/m. Vid vilken fre-
kvens &r beloppet av ledningsstrommen J = oFE 10 ganger storre én beloppet av
forskjutningsstrommen 0,7 Antag tidsharmoniska filt, dvs 0;D = jwD.

7.7

02
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En koaxialkabel har en innerledare med radien a och en ytterledare med innerradien
4a. Mellan ledarna finns tva olika material. I omradet a < r. < 2a ar det ett
material med konduktiviteten o; och i omradet 2a < r. < 4a &ar det ett material
med konduktivitet oo. Bestdm konduktansen G (dvs 1/R) per lingdenhet mellan
ledarna.

7.8

Tva koncentriska metalliska sfarer har radierna a respektive 2a. Omradet mellan
sfarerna &r fyllt med ledande material vars konduktivitet varierar som

o(r)=ar

Vad blir strommen mellan skalen om det inre skalet jordas och det yttre far poten-
tialen V7

7.9

a) For att méta konduktiviteten hos en vitska anvinder man sig av en koaxial-
kabel, enligt figur. Omradet 0 < z < L mellan innerledaren och ytterledaren
ar fyllt med vétskan. En spanning V4 ldggs mellan inner- och ytterledaren och
strommen méts med en amperemeter. Koaxialkabeln &r 6ppen i bada dndar
och omradet ovanfor vatskeytan ér fyllt med luft. Bortse fran randeffekterna
vid z = L. Bestam strommen [ uttryckt i innerledarens ytterradie, a, ytter-
ledarens innerradie, b, laingden L, spdnningen V samt vitskans konduktivitet
.

b) Antag att man inte kan bortse fran randeffekterna vid koaxialkabelns ned-
re dnda. Beskriv hur man skall gbéra métningar sa att man dnda kan fa ett
noggrannt virde pa o.
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7.10
Ohmmeter
) ]
A
T o,
L
9,
\ \ T yttre rér
inre ror

I en tank finns tva vétskor med olika densitet och konduktivitet. Vitskorna kan
inte blandas, och, eftersom de har olika densitet, ligger den ldattare vétskan i ett
skikt ovanpa den tyngre vétskan. For att bestdmma volymen av den léittare véitskan
anvander man en nivamétare enligt figur. Nivaméataren bestar av tva koncentriska
ror (dvs. de har gemensam symmetriaxel). Den 6vre delen av roren ligger i niva med
den lédttare vatskans 6vre yta. Det inre rorets ytterradie &r a, och det yttre rorets
innerradie ar b. Konduktiviteten &r o, for den liattare viatskan och oy for den tyngre.
Bada roren har langden L. Genom att méta upp resistansen R mellan roren kan
man bestdmma tjockleken x pa skiktet av den lattare vitskan. Bestdm R uttryckt
ix, 01,09, L, aochb.

7.11

— //_ >

— 0 :

En liten cirkulér slinga med radien a ligger i z-y-planet med centrum i origo. I slingan
flyter en strom i(t) = Ipsinwt. En stor yttre slinga bestar av tva halvcirkelformade
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tradar med radie b > a och &r placerad enligt figuren. Den yttre slingans resistans &r
R. Bestam forst magnetiska flodestétheten fran den lilla slingan (pa stort avstand)
och dérefter den inducerade strommen i den yttre slingan (du behover inte ange
strommens rikting).

7.12

En tétlindad spole med cirkuldrt tvéarsnitt har radien 2a, langden ¢ > a och &r
lindad med N varv. En tétlindad spole med samma antal varv och samma ldngd
men med radien a ligger koncentriskt i den storre spolen. Spolarnas dndytor ligger
i samma plan. Relativa permeabiliteten ar ett Gverallt.

n

a) Bestdm den yttre spolens sjilvinduktans.

b) Bestdm spolarnas ¢msesidiga induktans |M]|.

7.13

Tva kvadratiska metallslingor har sidan a. Den ena slingan placeras i x-y-planet
med mittpunkten i origo. Den andra slingan placeras med sin mittpunkt i punkten
(R,0,0) pa z-axeln dér R > a. Hur skall den andra slingan orienteras sa att den
omsesidiga induktansen mellan slingorna blir maximal och vad blir denna 6msesidiga
induktans?
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7.14

A
\/

En koaxialkabel bestar av en innerledare av massiv koppar, som antas vara omagne-
tiskt, och vars radie &r a. Koaxialkabelns ytterledare &r ett kopparror med innerradie
b och ytterradie c. Koaxialkabeln for strommen I, som antas vara jamnt fordelad
over tvérsnitten. Bestdm den magnetiska energin per langdenhet.

7.15

En induktionsugn anvénds till exempel vid metallbearbetning nir konventionella
ugnar inte kan generera tillrackligt hog varme. Principen &r att ett varierande mag-
netfilt inducerar starka strommar i metallen, vilket leder till viarmeutveckling pa
grund av den dndliga ledningsféormagan.

Lat geometrin vara given enligt figur ovan, dvs vi studerar ett cylindriskt skal av
metall med radie a, tjocklek d och lingd L. Lampliga geometriapproximationer &r
d < a <<\ dir A = ¢p/w &r vaglingden, samt att forsumma kanteffekter vid z = 0
och z = L. Det totala magnetfiltet inuti cylindern dr da homogent, och om vi antar
tidsharmoniska filt med konventionen H (t) = Re{He*'}, sa blir den komplexa
amplituden H for det totala magnetfiltet

H = 2(Hy + Jyd) = 2(Ho + 0 Eyd),
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dér J, = oFy ér den strom som induceras i metallskalet. Detta uttryck tar alltsa
hénsyn till sjdlvinduktionen i metallskalet. I uppgifterna nedan skall varken J,, eller
Ey4 betraktas som given.

a) Berikkna E, i metallskalet med hjilp av Faradays induktionslag, fCE -dl =
—jw [¢ B -nds.

b) Berdkna tidsmedelvirdet av den effekt som utvecklas i metallskalet. Vad é&r
gransvirdet av denna effekt da ledningsformagan gar mot oédndligheten?

7.16

En induktionsspis fungerar pa sa séitt att ett tidsvarierande magnetfilt inducerar
strommar i kastrullen. Dessa strommar orsakar varmeutveckling i kastrullen, som i
sin tur varmer maten. Fordelen dr att man inte behover virma en spisplatta, utan
energiutvecklingen sker direkt i kastrullen.

Kastrullens botten modelleras med en cirkuldr metallskiva med radie a och tjocklek
d. Skivan ligger i z-y-planet. Metallen har ledningsférmagan o, och den magnetis-
ka flodestétheten antas vara tidsharmonisk och inte variera 6ver kastrullbottnens
utstrackning, dvs B(r,t) = Byz coswt.

Berikna tidsmedelviardet av den totala effektutvecklingen i kastrullbottnen. Du
behover inte ta hénsyn till sjalvinduktionen.

7.17

En tunn, cirkuldr metallring med radie a och resistansen R roterar med konstant
vinkelfrekvens w i ett omrade med konstant magnetiskt flodestathet, B = By.
Rotationen sker kring z-axeln genom ringens centrumpunkt i positiv led, se figur.
Bestam effektutvecklingen P i slingan. Forsumma metallringens sjéalvinduktion.
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7.18

Y

Den yttre cirkuléra slingan for en likstrom 7. Den lilla slingan &r cirkulédr med radien
a < b och dess centrum sammanfaller med den stora cirkelns centrum. Bestdm
tidsmedelvérdet av effektutvecklingen i den lilla slingan om den har resistansen R
och roterar med vinkelfrekvensen w kring x-axeln.

7.19

En enkel modell av en véxelstromsgenerator ar féljande: en plan slinga med yta S
snurrar med vinkelfrekvens w kring z-axeln i ett statiskt magnetfilt B = Byx enligt
figur.

Y

Den strom som induceras i den roterande slingan anvénds for att driva en elektrisk
apparat, som vi modellerar med en resistans R.

Berakna tidsmedelvirdet av den effekt som utvecklas i resistansen!
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7.20

En oledande sfér har radien a och massan m. Tva tunna smala metallband &r fast-
satta pa sfiaren, enligt figur. Man later sfiren rulla utfor ett sluttande plan som
bildar vinkeln o med horisontalplanet. I vertikal led finns en stark homogen magne-
tisk flodestiathet B = Byz. Ett tag efter det att man slappt sfaren rullar den med
konstant fart v nedfor planet. Vardera bandet bildar en sluten slinga med resistansen
R och forsumbar sjélvinduktans. Banden ar elektriskt isolerade fran varandra. Rull-
motstandet och luftmotstandet &r forsumbara. Bestdm farten v.

Ledning: Anvind effektkonservering pa hela systemet da konstant hastighet upp-

&

m

7.21

z

En magnetisk dipol med magnetisk dipolstyrka m = mz kan rora sig fritt langs
z-axeln. I z-y-planet finns en tunn, metallisk ring med radie a och centrum i origo.
Ringen har resistansen R och sjalvinduktansen L.

a) Beridkna flodet ® fran dipolen genom ringen (ytnormal n = 2), som funktion
av magnetens position z.
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b)

7.22

Lord

dzgf)i, vilken blir den

Om den magnetiska dipolen ror sig med hastigheten v =
inducerade strommen /(¢) i ringen?

Berékna magnetiska flodesdestédtheten B pa symmetriaxeln till ringen fran en
strom () i ringen.

Berékna kraften F' pa den magnetiska dipolen p.g.a. magnetiska flodestatheten
B fran ringen?

Vilken yttre effekt P maste tillforas, och hur &r denna relaterad till effektut-
vecklingen RI?(t) i ringen?

(
:

Kelvin utvecklade pa 1860-talet en metod for absolut standard av resistans

och enheten Ohm (£2). Uppstéllningen visas i figuren och utnyttjar den horisontella
komponenten av det jordmagnetiska fialtet B = BZ. En tunn, cirkuldr metallring
med radie a och resistansen R roterar med konstant vinkelfrekvens w i det hori-
sontella magnetfiltet. Rotationen sker kring den vertikala z-axeln genom ringens
centrumpunkt i positiv led, se figur.

a)
b)

)

Bestdm den inducerade elektromotoriska kraften £ i slingan.

Bestdm den inducerade strommen [ i slingan. Forsumma metallringens sjalv-
induktans.

Uttryck en liten kompassnals medelavvikelse 6 fran sin ostorda riktning (rikt-
ningen om slingan star still). Kompassnalen &r fritt upphéngd, men hinner inte
folja de snabba vinkelvariationer som uppstar. Det dr saledes medelvirdet av
vinkelavvikelserna som &r intressanta. Kompassnalen approximeras med en
magnetisk dipol i slingans centrum.
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d) Uttryck resistansen R i w, a och 6 (&dven konstanten vakuums permeabilitet
o ingar i uttrycket).

7.23
Vi modellerar ett blixtnedslag med en strom I(¢) langs z-axeln enligt figur nedan.

I(t)

1(t) y [s fo

Hur mycket energi utvecklas i slingan genom induktion? Slingan &r liten, har yta
S och resistans R. Den ligger tillrdckligt néra urladdningen for att vi ska kunna
forsumma vagutbredningsaspekter och &r orienterad sa att dess ytnormal pekar ut
ur papperets plan.

7.24
A=
C
v = ve,
I L
B
a a

En krets bestar av en liten kondensator med kapacitansen C' som ar kortsluten via
en kvadratisk slinga med sidan a. Kretsen ror sig med konstant hastighet v = va.
Figuren visar dess ldge vid tiden ¢ = 0. Slingan har férsumbar sjidlvinduktans och
resistans. Lédngs z-axeln gar en ledning som for strommen /. Bestdm laddningen pa
de bada kondensatorplattorna som funktion av tiden for ¢ > 0. Rita figur och ange
tecknet pa laddningen pa respektive platta. (u, = 1)

7.25

I denna uppgift ska vi beridkna den effekt som utvecklas i ett far under en kraftled-
ning pa grund av induktion. For att gora situationen sa enkel som mojligt modellerar
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vi faret med en plan slinga med resistans R enligt figur, och kraftledningen represen-
teras med en oédndligt lang, rak ledare med en tidsharmonisk strém I(t) = Iy cos wt.

Berikna tidsmedelvirdet av effektutvecklingen i faret.

7.26

yA

€n
(67

I ett omrade ges magnetiska induktionen av

L.
B(t) = BO ?JJ,
for 0 < t < T. 1 omradet finns en cirkuldr slinga med radien b och resistansen R.
Slingan &r orienterad sa att dess normal n, ligger i z-y-planet och bildar en vinkel
a med z-axeln (se figur). Betdm vridmomentet, T',,, pa slingan for tiden 0 < ¢ < T
Slingans sjéalvinduktans kan forsummas.

7.27

En plan slinga med resistansen R och férsumbar sjalvinduktans spdnner upp ytan
S. Slingan kan rotera kring en axel som sammanfaller med z-axeln. Slingan befinner



7 Elektrodynamik 111

sig i ett homogent magnetfilt B = B(t)& dar

0 t <0,
t
By t>T

Vid t = 0 &r slingan parallell med xz-planet. For ¢ > 0 roterar slingan med vinkel-
frekvensen w kring z-axeln.

a) Bestam effekten som utvecklas i slingan som funktion av tiden.

b) Bestdm den mekaniska effekt som krévs for att rotera slingan som funktion av
tiden.

Ledning: Den mekaniska effekten ges av P,, = Tw déar T' = T'z ar det vridande
moment som kravs for att vrida slingan.

7.28
Y i
D .
A\ o
.« a X
- b >

En liten metallslinga med yta S befinner sig i z-y-planet med centrum i origo.
I samma plan befinner sig en annan plan metallslinga med geometri som ges av
figuren. Bestdm omsesidiga induktansen mellan slingorna.

7.29

En enkellagrig cylinderspole med cirkulédrt tvérsnitt har radien a, langden h och
varvantalet N (a och h dr av samma storleksordning). En liten slinga med radien

b (b < a) befinner sig i spolens centrum. Bestdm maximala virdet pa cmsesidiga
induktansen.
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7.30
Az
Y
/_v— >
N)[2 / x
I
En cirkuldr slinga med radien b befinner sig i planet z = 0. I planet z = —=x

befinner sig en liten cirkuldr slinga med radien a, dar a < b. Bada slingorna har
centrum i origo och normalerna till ytorna som cirklarna spanner upp ar z respektive
(& 4+ 2)/+/2. Strommen i den stora slingan &r I; och i den lilla slingan I och dessa
gar i positiv led kring normalerna. (u, = 1)

a) Bestdm magnetiska flodestétheten i punkten (0,0, b).
b) Bestdm absolutbeloppet av 6msesidiga induktansen mellan slingorna.

c) Bestam det vridande momentet T' pa den stora slingan.

7.31

Studera det luftfyllda utrymmet mellan tva platta metallytor enligt figur nedan.

T

L ) ® E(r,t)

Det gar att generera elektromagnetiska vagor sadana att det elektriska féltet i detta
utrymme kan skrivas E(r,t) = E(r,t) + Eq(r,t), dar de tva plana vagorna E;
och FE, ges av

E\(r,t) = By sin(wt — kyz — k.2)y

Es(r,t) = Eysin(wt + k,x — k. 2)y
Vilka samband maste gélla mellan (1) F; och Es, (2) mellan k, och d, samt (3) mellan
k. (eller d enligt (2)), k. och w for att denna 16sning ska stdmma med randvillkoren

och respektive planvag ha utbredningshastighet ¢o? Det finns flera losningar for (2),
men det récker att du svarar med en av dem.
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7.32
(OXOJOROXOROJOXOROJOXOROJOXOROJOXOXOJOXOXOXOXO]

I _
|1 B
g y,
I

L R e )

Om en cirkular metallskiva roterar med vinkelhastigheten w kring sin symmetriaxel
(positiv z-axel) i ett omrade med en konstant magnetisk flodestathet B = B2 indu-
ceras en elektromotorisk kraft £ mellan skivans axel och dess periferi. Skivan kopplas
till en spole, som genererar den konstanta magnetiska flodestatheten. Spolen &r en
lang, téatlindad, réat cylinder (n varv per lingdenhet). Den uppkomna kopplingen
utgor en sjélvexciterande dynamo. Du skall visa foljande:

a) Beriikna den elektromotoriska kraften & mellan skivans axel och dess periferi
for en given konstant magnetisk flodestathet B = Bz.

b) Om kopplingens sjélvinduktans &dr L och dess resistans R, bestam den forsta
ordningens differentialekvation som den uppkomna strommen i spolen [(t)
satisfierar.

c) Los differentialekvationen for strommen och faststéll att systemet &r instabilt
vid en kritisk vinkelfrekvens w. (strommen véxer exponentiellt vid rotations-
hastigheter w > w,).

Anmirkning: Principen med en sjilvexciterande dynamo har anvénts som modell
for att forklara det jordmagnetiska faltet och dess instabiliteter.
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7.33
1A
e )
Y/

Tva oandligt langa, raka ledare separerade med avstandet 2a, for strommen [ enligt
figuren ovan. En cirkulér, ledande ring med radien a ligger i samma plan som de
raka ledarna och ar isolerad fran dessa. Bestdm den 6msesidiga induktansen mellan
den cirkulédra ledaren och de tva raka ledarna.
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Elektrodynamik: svar och 16sningar

S7.1

a)J=1/A2 bYE=FE:=J/o=1I/(A0)2 ¢)V =E-sL=IL/(A0)
d) R=V/I=LJ)(A0c) e)p=J-E=1I%/(A%) f)P=1I’L/(Ac)

S7.2
a) J=1I/(4rr*)r b)) E=J/oc=1/(c4nr?)r

c) Vay = V(a) = V(b) = [*E(r) dr = I/(c47)(1/a — 1/b)
d) R =1/(c4n)(1/a — 1/b)

S7.3

a) J=1/2nr.L)r. b)) E=E(r.)r.=1/2ror.L)r.

c) Vi = fab E(r.) dre=1/(2n0cL)In(b/a) d) R=1/(2rcL)In(b/a)
S7.4

By A cos wt respektive ByAw sin wt.

S7.5

By A cos(kvgt) respektive ByAkvg sin(kvot)

S7.6

f=20/(2m-10-81-8.854 - 10~!2) Hz = 444 MHz.

S7.7

Antag en ldckstrom I, per lingdenhet mellan inner och ytterledare. Detta ger
stromtétheten
Iy, .
J(re) = L g

27r,
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Motsvarande elektriska filt ges av

0127re

¢ 9q < r.<4a

092TTre

E(r.) =

{ L ¢ a<r.<2a

Spanningen mellan inner- och ytterledare ges av

4a 2a 4a ]Ll 1
V= E-#.dre= | E #drc+ E-'f"cdrcz—<—+—)ln2

a a % 2m \o1 09

Konduktansen ges av

G—IL— 27TO'10'2
V(o1 +03)In2

S7.8

Vi delar in omradet mellan sfiarerna i sfariska skal med tjocklek dr. Resistansen for
ett skal ar

dr dr

- Amr2o(r) " drar?

dR

Seriekoppling ger totala resistansen mellan skalen

2a 1 3
R = dr = ——
/a dmard O 32maa?

Om man ldgger spanningen V' pa det yttre skalet och jordar det inre far man en
strom I = V/R = 32maa®V /3 som flyter fran det yttre till det inre skalet.

S7.9

a) Stromtéitheten i koaxialkabeln dr (genom varje cylinderyta flyter p.g.a. sta-
tiondra strommar samma strém 1)

r .
J(re) = 27T’I“CLTC
Detta ger mha. Ohms lag det elektriska faltet
J(re) I
FE c) = = ¢
(re) o 2mor.L

Integration fran a till b ger

b
voz/ E(r) - e dro = ILln(b/a)

2ro

vilket ger strommen

[ = og Yol
In(b/a)
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b) Enklast dr att gora méatningar med tva olika nedsdnkningsdjup L; och L.
Genom att bilda skillnaden AI mellan de tva uppmaétta strommarna fas

Vo(Ll - Lz)U
In(b/a)

Ur detta uttryck kan o bestammas.

Al =27

S7.10

Vi bestammer forst resistansen for den 6vre delen, som har den lattare viatskan. Om
vi driver en strom [ fran innerledaren blir stromtatheten i vatskan mellan roren
I
J(re) = r

C
2Tr.x

Motsvarande elektriska filt ges av Ohms lag, dvs.
E(re) = o, J(re)

Spéanningen mellan inner- och ytterledare ges av

V(a) = V(b) =07 / T bedr = L (9)

2mox a

Resistansen for den 6vre delen av roret ges da av

B V@-VE) 1 m(g)

I - 2mox a

Pa samma satt fas resistansen for den nedre delen av roret

1 b
- - (2
i 2109 (L — x) " <a>

Totala resistansen fas genom parallellkoppling av de bada erhallna resistanserna

R = ft 7ty —iln (é> 1

_R1+R2_27T a UQ(L—:U)—i—le

S7.11

Den lilla slingan fungerar som en magnetisk dipol med dipolmomentet m = wa%i(t)z.
Magnetiska fodestéatheten ges av

7a2i(t) o (27 cos O + Osin )
A 73

B(r,t) =
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Flodet genom den stora slingan ges av

:/B-ﬁda
s

dédr S ar en yta som spénns upp av den stora slingan. Enklast &r att vélja denna
yta till en kvartssfar. Enhetsnormalen ges da av n = 7. Integralen ger

3m/2
mfplo 2 2
= 2cos0b”sinf dpdf = — t
= /90 / o cos 0b” sin 0 d¢ 4b7ra i(t)

Den inducerade strommen ges av

. é; 1 (iq@ /LO
Gina (1) 7 7 4bR7TCL wly coswt

S7.12

Antag en strom [ som flyter i spolen. Approximativt géller att magnetfiltet &r
konstant inuti spolen och noll utanfér. Amperes lag ger att den magnetiska flodes-
tatheten inuti spolen ges av

B = MOT'Z

dar z ar parallell med spolarnas symmetriaxel.

a) Sjdlvinduktansen ges av

d N?
L:NTZM7wm2

NI .
b) Genom den mindre spolen flyter flodet ¢, = 7Ta2u07. Omsesidiga induktan-
sen ges av
N2

g
|M| = N71 :WGQMOT

S7.13

Vi far maximal 6msesidig induktans da det émsesidiga flodet mellan slingorna &r
maximalt. For att detta skall uppnas skall dven slinga 2 ligger i x-y-planet. Om vi
driver en strom I genom slingan som ligger i origo fas magnetiska flodet genom den
andra slingan av dipolapproximationen, dvs

2 2 Mo
® =a°B(R,0,0) =a P

dir m = a*I #r magnetiska momentet och §# = 7/2. Dérmed fas den 6msesidiga
induktansen

(2 cos 6 + Osin 6)]

o poa

I 47R3
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S7.14

Vi later strommen [ flyta i innerledaren och —1I i ytterledaren och vi delar in omradet
ifyradelar: . 0 <r. <a,Il: a <r.<b, III: b<r, <c, och IV: ¢ < re.

Amperes lag ger i respektive omrade (r. ar avstandet till koaxialkabelns centrum).

Omrade I:
r?
2nr.B = Mof —2
Ta

vilket ger

_ MOITC
 27ma?

Omrade II:
2nreB = pol
vilket ger

277,

Omrade III:

w2 — wb? w2 — r?
2rr.B = ol — pol ——— = pogl ————=
o Ho Ho w2 — wh? Ho me2 — wh?
vilket ger
2 2
B =y ———
o 27(c® — b?)re
Omrade IV:
B=0

Den magnetiska energin Wy, per langdenhet far vi sedan genom uttrycket

Wi //32 da—— B%27r, dr,
2/10

Integralerna i vardera omradet blir:
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Omrade Omrade I:
a 12
B> d o [ r2r, dro = £
2u0// 87T a ”/0 T
Omrade II:
b 2
1 b
//32 da = _ ol 27r/ TC_QTC d?“c:'uo In —
240 872 u A a

Omrade III:

I c (2 . 2\2
// B’da= —1"9r / —<C re) re dre
2410 8m2(c? — b?)? b r2

Integralen berdknas till

c (.2 ..2)\2 2_b2 4_b4
/ —(C o) dr. — A S =928 + ¢
b

Te b 2 4
2 12
=t lng _ b (302 b2)

Den totala magnetiska energin blir

wol? (1 b 1 W, c o A=, .,
= o — (- — _
W, i {4—1— na+(02—b2)2 ¢'lny 1 (30 b)

piol? b ct c c?
= ml 4+ i
W {“H(cz—b?)z " T A — )

eller

S7.15
a) Faradays induktionslag pa integralform &r

]{E-dl:—jw/B-ﬁ,da
c S

dér kurvan C' omsluter ytan S. Med den givna geometrin fas
2
%E-dl:/ Ey¢ - pa dp = 2mak,
c $=0

—jw/ B-nda= —jw/ poH - 2 da = —jwpo(Ho + 0 Eyd) - ma®
S <a

Genom att sitta dessa uttryck lika far vi E, = —jwpoa(Ho+ 0 Eyd)/2, och far

—jwpoa/2
1 + jwpoacd/2

Ey =
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b) Tidsmedelvirdet av effekten som utvecklas dr

1 1
Pmedel = / —Re {E* . J} dV = 27TadL§O"E¢’2
skalet

2
(wpoa/2)*
1+ (wpoaod/2)?""°

= madLo

Denna effekt har gransvérdet

(whoa/2)?

H; =0 —
1+ (wpoaod/2)?""° 7T

Predel = madLo

dvs en perfekt ledare absorberar ingen energi. Hade vi inte tagit hansyn till
sjalvinduktionen hade detta grinsvéirde blivit oéndligt i stéllet for noll.

S7.16

Faradays lag ger

__deq
]{E-dl— —a

dér ®(t) = [, B - n da. Fran symmetri har vi E = E¢c}§, sa med en cirkuldr in-

tegrationsvilg 1 a-y-planet far vi § E - dl = 2nr.E,. Med B = Bjcoswtz far vi
® = 72 By coswt, vilket ger Ey(re,t) = 3 Borcw sinwt. Effekttéitheten ges av

1
p(re,t) = E - J = g(Ey(re, t))2 = 0(§B07“Cw sinwt)2

med tidsmedelvardet

<>1/T<t>dt1<B 2
re) = — re, = —0(Byrew
p T ; p 3 0

Tidsmedelvardet av den totala effektutvecklingen &r

21 a QBQ a
P= /p(rc) dV = d/ / p(re)re drede = 27rdaw8 0 / r3 dr,
o Jo 0

ow?’Bg a*  mdow?B2a?

8 4 16

= 27d

S7.17

Vi anvéinder ett koordinatsystem enligt figuren sa att

B =By
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Ringens ytnormal beskrivs av (vi antar att vid tiden ¢t = 0 sa dr ytnormalen riktad
langs y-axeln)

n(t) = —zsinwt + Y coswt

Flodet genom ringen &r

d(t) = //B -n(t) da = ma® B cos wt
S

Den inducerade elektromotoriska kraften £ blir

dd(t
E = —L = 7a® Bw sin wt

dt

och den inducerade strommen

I E B ma® Bw sin wt
R R

vars positiva riktning dr riktad medur i figuren (positiv n-riktning). Effektutveck-
lingen P berdknas nu genom

m2a* B2w? sin? wt

P=RI*=
R

S7.18

Den stora cirkuldra slingan ger féljande magnetiska flodestéithet i origo

1
B =Mty
2b

Eftersom ¢ < b kan vi anta att B &r konstant over ytan av den lilla slingan.
Vinkeln mellan z och normalen n till ytan som spénns upp av den lilla slingan &r
wt+konstant. Flodet genom den lilla slingan ges av

o Hol

® =71a*B - n = Ta e cos(wt + konstant)

I den lilla slingan induceras emk:n

do I
£=-" a2y sin(wt + konstant)

dt 2b

Momentanvéardet av den utvecklade effekten i den lilla slingan ges av

_ 5_2 _ m2atpdr?w?
R 40’ R

Tidsmedelvardet av effekten ges av

1 T 242[22
pm:_/ P(t) dt = Z2 o2 W
0

P(t) sin?(wt + konstant)

T 8b?R
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S7.19

Slingans normalriktning &r
n = coswtx — sin wty

vilket ger flodet
o= /B -n da = /Boz?: - (coswtx — sinwty) da = ByS cos wt

Den inducerade elektromotoriska kraften £ ar

E= —i—f = BySw sin wt

Denna spénning lagger sig 6ver resistansen, varfor effekten i varje tidpunkt &r

& B3S*wisin®wt

R R

p(t)

Detta ger slutligen att tidsmedelvirdet av effekten ar (7' = 27 /w &r som vanligt
periodtiden)

1 (7 B2S%w?1 (T B2S%.?
= t) dt = =2 = in?wt dt = =
T/O p(t) R 1) ™Y °R

S7.20

Vid konstant fart v &r vinkelfrekvensen w = v/a. Om vi later ¢t = 0 da slinga 1 &r i
horisontalplanet och slinga 2 &r i vertikalplanet ges flodet genom slingorna av

{@1@) = Byma®coswt  for slinga 1

y(t) = Bora?sinwt  for slinga 2

Motsvarande inducerade emk:er ges av

0

Ei(t) = ST Byra’wsinwt  for slinga 1
ddy(t
Et) = — th( ) = —Byra*wcoswt for slinga 2

Summan av effektutvecklingarna i de bada banden ges av

p_ (&1(t)? + &E(t)?) _ m2a*w? B2 (sin® wt + cos® wt) _ m?a'w? B2 _ m2v2a’ B
R R R R
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Energin &r konserverad och dédrmed &r effektutvecklingen i banden lika med den
mekaniska effekten

dh(t
Prex = mg—d(t ) = mgv sin «
Detta ger
20202 B2 .
= mgvsin «
R g
och
mgR .
V= ——>—sina
m2a?B?

Alternativ 16sning: Berdkning med vridmomentsbalans ger

wr?a*(cos® wt + sin® wt) B3
R
vilket ger samma resultat.

= mgasin «

S7.21

a) Vektorpotentialen A fran en magnetisk dipol i 7" &r

o m X (r —1r')

A<T) = 3

4 |fr — ,,,/|
Kall- och méatpunkt &r ' = 2z respektive r = ar..

Al — MHo z x (ar. — z2)  mapg é
(7‘) - A7 (CL2 + 22)3/2 - A (a2 + 22)3/2

och flédet ® genom ringen blir (linje-elementet d€ = a¢A))

ma’
j{ Alr 2 (a® + z2)3/ 2
Flodet kan ocksa beriknas genom att integrera den magnetiska flodestéitheten

B fran den magnetiska dipolen 6ver en sfirisk konisk sektor med 6ppnings-
vinkel 6. Vi far

P2 0
://B(r)-ﬁda:%r/ mﬂ060832(a2+z2)sin9d9
£ o Am (a2 + 22)%

myto sin? Oy B ma?
2 (a® + z2)1/2 2 (a® + 22)3/2

eftersom sin 0y = a/va? + 22.
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b) Flodesforandringarna blir

ma’
2 (a2 + 22(t))*?

do
i —3z(t)v(t)

och den inducerade elektromotoriska kraften £ p.g.a. ett varierande magnetiskt
flode fran den magnetiska dipolen (linje-elementet d€ = a¢ d¢)
d®  3z(t)v(t)ma®ug

£=——
At 2(a2 + 22(1)*?

Ekvationen som bestdmmer strommen /(¢) i ringen blir

dI(t) _
€~ L= = RI(1)

dér sjalvinduktansen L bidrar med en extra emk. Losningen till

dI(t) R 3z(t)v(t)ma?ug d ma? g
— Tl = 52 4t 3/2
de L 2L (a? + 22(t)) dt 21 (a2 + 22)

blir (antag I(t) — 0, da t — —o0)

t 2
- [ oeomnd iy,
o dt' 2L (a2 4 2(t)2)*?

c) Biot-Savarts lag ger

_Ho dr' x (zz—71') It [*" add x ((t)z — ar)
Bzt =210 § [ et

22— 4rm

I(t)a*uo
2 (a2 + 22(1)))%*

d) Kraften pa den magnetiska dipolen blir

3z I()mapg
2 (a2 + 22(1))*?

F(z)=V(m-B) =

e) Den yttre effekt som maste tillféras blir (motriktad kraft)

P=—ov - F = 3Z<t)vl(t)ma2,u0
2 (a2 + 22(t))"
—E1(t) = “<t>d§ff) L RP®) :% d]jit) + R

vilket resulterar i en effektutveckling RI*(t) i ledaren och en upplagrad mag-

. drI?(¢)
netisk effekt =5~ /2.
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S7.22

Vi anvénder ett koordinatsystem enligt figuren sa att

B = Bzx

Ringens ytnormal beskrivs av (vi antar att vid tiden ¢ = 0 sa dr ytnormalen riktad
langs z-axeln)

b)

n(t) = & coswt + ysinwt
Flodet genom ringen &r

O(t) = //B -n(t) da = ma®B cos wt
S

Den inducerade elektromotoriska kraften £ blir

dd(t
E = —A = 7a® Bw sin wt

dt

och den inducerade strommen [

I E ma’ Bw sin wt
R R

vars positiva riktning ar kopplad med hogerregeln till n-riktningen.

For att bestimma den inducerade magnetiska flodestdtheten B; i slingans
centrum beréknar vi forst den magnetiska flédestéatheten styrka i centrum fran
en cirkuldr slinga (radie a) som for strommen /. Detta gor vi med Biot-Savarts
lag. Féltet i centrum

1
Bi = 2 2nft)
2a

Detta uttryck kan ocksa hidmtas fran formelsamlingen.

Den totala magnetiska flodestétheten i slingans centrum blir da

. ol | . ppmaBw sin wt
Biyia(t) = B —n(t) =B
total (1) T+ 2@’”() x + R

~

( coswt + ysinwt)

Medelviardet av denna vektors z- respektive y-komponenter ar

B, =B

pomaBw
T
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eftersom tidsmedelvardet av

/ sinwtcoswt dt =0
period

1
/ sinwt dt = =
period 2

Kompassens avvikelse # bestdms sedan av

B,  pomaw

B, 4R

tanf =

d) Resistansen R blir

_ poTaw
~ 4tanf

S7.23

Magnetiska flodestédtheten fran en lang rak ledare &r

o ol (1)
t)==_79¢

Eftersom slingan &r liten ges flodet av ¢(t) = B(t) - nS = & gig)S , och effektutveck-
lingen i slingan &r

(= VW2 _ 1 (do() P 1 (ml(1) )

PO="2 "R\ at ) "R\ 214
3s? (I)T)> 0<t<Teller 2T <t < 3T
 4Am2d2R 0 annars

Den energi som utvecklas ges av

2Q2 2 20272
. / p(t) dt 47r2d2R( ) 2m2d®RT

S7.24

T

Magnetiska flodestétheten ges i xz-planet av

pol .
B(x,O,z)zﬁy

Flodet genom slingan ges for t > 0 av

I 2a+vt1 I 2 t
cb(t):“(’a/ 2y = oty (Za T
21 Joyor T 2m a+ vt
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Den inducerade emk:n ges av

c_ do(t)  polav 1 1
N dt 2 2a+vt  a+ vt

Denna ger upphov till en spénning U = £ 6ver kondensatorn, se figur. Laddningen
pa kondensatorn ges av

Q(t):OU:C“OIaU( 1 1 >

2 a+vt_2a+vt

Az

S7.25

Magnetiska flodestétheten fran en lang rak ledare med stréommen [ &r

I -
B— Ho é
277,

dér r. ar det vinkelrdta avstandet fran ledaren. Flodet genom stromslingan ar

Lra oI (t I(t L
qb(t):/B.ﬁ,da:/ MO()adrC:MO()aln ra
S L

27mr, 2 L

Den inducerade emk:n ar tidsderivatan av flodet

do(t) pol’(t)a | L+a polpawsinwt 1 L+a
— n = n

&€= dt 21 L 2 L

och effektutvecklingen &r

g2 27202.,2 L 2
B (ln —i—a) sin? wit

Pl) =5 = "R L

Tidsmedelviirdet av sin® wt #r 1/2, vilket ger

27242.,2 L 2
pelia*w (ln +a>

(o)) = M0 (=
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S7.26

Bestam forst flodet & genom slingan, darefter den inducerade strommen och sist
vridmomentet. Flodet ges av

t
O(t) = Bofﬂ'bQ CoS (v

Den inducerade emk:n blir £ = —‘fl—(f = —Bo%ﬂ'bQ cos & och darmed fas strommen
E B

i(t) = = —R—;WbQ CoS (v
Magnetiska momentet for slingan ges av m = i(t)rb*n = —227?b* cosan och
vridmomentet fas ur T' = m x B. Eftersom n X £ = —sinaz fas

T t Boﬂ'b2 2 . 2

= — cos asin «v
R T

S7.27
Den i slingan inducerade emk:n ges av & = —Cfl—f. Fort < 0 ar & = 0 och déarmed

€ =0.Fort >0 giller ® = B(t)S sinwt vilket ger

ByS

—L(Sinwt—f—twcoswt) 0<t<T
0B . T
E=-S gsmwt—i-choswt =

—BySw cos wt t>T

a) Den utvecklade effekten ges av

1 (ByS\’
— (L) (sinwt + wtcoswt)? 0<t<T

2 R\ T
P — g_ =
R 1
E(BOSW)2 cos® wt t>T

b) Det vridande momentet pa slingan ges av T = m x B(t). Det magnetiska
momentet ar givet av

A

m =i(t)Sn

dér n = &sinwt — Y coswt &r normalen till slingans plan och i(t) = £/R &r
strommen i slingan. Det vridande momentet ges da av T'(t) = T'(t)z dér

T(t) = %SB(t) coswt



130 7 Elektrodynamik: svar och losningar

Effekten som kravs for att vrida runt slingan ar

1 [ ByS\>

= (%) wt coswi(sinwt +wtcoswt) 0<t<T
P,(t)=-T(t)w =

1

E(BOSw cos wt)? t=>T

Notera att P, (t) = P(t) for t > T.

S7.28

Omsesidiga induktansen beriiknas genom att berdkna flodet genom den stora spolen
som orsakas av den lilla spolen. Om strémmen /; gar i den lilla spolen kan den ap-
proximeras med en magnetisk dipol m = [1Sz. Detta ger en magnetisk flodestéthet

LS -
B="M 13 (2 cos 67 + sin 60)
o
Dé vi beriiknar detta filt genom den stora spolen dr § = 7/2 och @ = —z. Lét

den stora spolen ha moturs omloppsriktning, svarande mot ytnormal n = 2. Da é&r
flodet

b /2 IS
¢21:/ 1B~ﬁda:/ /0%(—2)~2rd¢dr
stor spole s =

_Mollsﬂ'/b—dﬂ“_[l,olls 1 b_[tojls 1_]_
o4m 2), 28 rl, 8 b a
Omsesidiga induktansen ar da

’¢21’ MOS 1 1
M| = Y e
| | Il 8 a b

S7.29

Biot-Savarts lag ger foljande uttryck for flodestétheten i origo fran en cirkular slinga
kring z-axeln med radien a och strom d/

_dlpg a? R

dB(0) 2 (a?+ 22)3/2z

Totala flodestétheten i centrum av spolen ges da av (dI = dzN1/h)

Lo NT /h/ 2 a? Lo NI h

B(0) =z 5% e R dz = (se formelsaml.) = 2 (a2 1 )
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Flodet genom den lilla slingan &r maximalt om den ligger i x-y-planet, dvs & =

b’ B

.(0). Omsesidiga induktansen ges av M = ®/I och dérmed

o Nh?
(da2 + h2)1/2

S7.30

a)

b)

Eftersom a < b kan den lilla slingan approximeras med en magnetisk dipol
med magnetiskt moment m = Lra?(& + 2)/v/2. Filtet pa z-axeln fran den
cirkuldra slingan ges av

uofl b2 ~
2 (2 +o)”

Bl(OaOVZ) =

Filtet fran den lilla slingan ges av dipolfaltet

43

BQ('I”)

(27“ cosf + Osin 0)

dér 6 dr polvinkeln fran den lilla slingans symmetriaxel. I punkten r = (0,0, )
giller @ = /4, 7 = 2 och @ = —&. Dérmed fas det totala féltet

poly . polaa? 1 o1
B(0,0,0) = 22— —x—
R N TR (z\/i V2

Filtet i origo fran den stora slingan ges av

I
B,(0,0,0) = u;_blz

Flodet genom den lilla slingan ges av

Ta’? ol
¢ =—(x+2) B1(0,0,0) = na’
\/5( ) 1( ) 2\/5[)

Omsesidiga induktansen ges av

L 22

Eftersom det inte verkar nagra yttre moment dr summan av vridmomentet pa
den stora slingan och den lilla slingan noll. Darmed ges det vridande momentet
pa den stora slingan av

Lyra® . . poly .
X —_—
NG (+2) 5%

T = —m x B,(0,0,0) = —

2 ol .

2\/§by

= [271'61
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S7.31

Infor beteckningen o« = wt — k,z. Tangentiella elektriska filt 4r noll pa metallytor,
vilket medfor villkoren

r=0: Eisina+ Eysina =0
r=d: Eysin(a — k,d) + Eysin(a + k,d) =0
Den forsta ekvationen ger Ey; = —FEjy, vilket insatt i den andra ger sin(a — k,d) =

sin(a + k,d). Detta innebér att k,d = nm, ddr n ar ett heltal.
For att en planvag Egsin(wt — k - r) ska ha utbredningshastighet ¢q, kravs att

e BN

Co

Sammantaget har vi alltsa foljande samband

E1+E2:O

k.d = nm
k2:w_2_k2_w_2_n2ﬂ-_2
S oA d?

Observera att om n viljes tillréickligt stort, blir k% negativ. Detta #r inte ett fel,
utan avspeglar att vagen dr exponentiellt dimpad i z-led (i vagledarteori kallar man
sadana losningar for evanescenta moder).

S7.32

14
(0JOJ OXOXOXO, [OXOXOXOXOXOXOXOXOXOXOXOXOXOXOXOXO)
I
| 2 5
J
I

e e e e

Vi 16ser de olika delproblemen i tur och ordning.

a) Vi later vinkelhastigheten w vara positiv for positiv rotation enligt hogerregeln
enligt figur. Uttryckt i poldra cylinderkoordinater (7, ¢, z) blir hastigheten pa
den cirkuldra metallskivan pa avstandet r. fran rotationsaxeln (z-axeln)

v(re) = wquAb
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b)

Kraften/laddning (”impressed force”) pa laddningsbérarna i metallskivan blir
E;(r.) = v(r.) X B = wr.Br., och den elektromotoriska kraften & blir

P a 2
5:/ Ei-dr:/wchdrC:waB
N 0 2

En strém I genom spolen genererar en magnetisk flodestathet B som &r kon-
stant Bz inuti spolen och noll utanfoér eftersom spolen antas téatlindad och
lang. Amperes lag pa slingan ¢ ger relationen mellan B och strommen [. Vi
far

Bl = pontl
eftersom den inneslutna strémmen i slingan dr nfl. Detta ger

B = ponl

Sjalvinduktansen L innebér att en extra elektromotorisk kraft maste tas med.
Med kretsens resistans R far vi (detta dr en konsekvens av att § E - dr =

—5®(1)

arg) _
E— LT = RI(t)
eller
dI(t) _ wa’B  powanl(t)
L—dt + RI(t) = 5 = 5

Ekvationen for strommen skriver vi som

dI(t) R powa?n B
d +(E‘ op ) IW=0

Losningen till denna forsta ordningens ordinéra differentialekvation ar

R_pgwan ),
2L

I(t) = I(O)e(L
dér I(0) ar strommens véirde vid tiden ¢t = 0. Vi ser att for rotationshastigheter

w < W, dar

2R
We =
pona?

ger en strom som avtar exponentiellt i tiden. For w > w, far vi en exponentiell
tillvixt av strommen.
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S7.33

A
Y

Magnetiska flodestdtheten i en punkt mellan de raka ledarna pa avstandet r. fran
en av ledarna dr (2 pekar ut ur papprets plan)

pol (1 1 .
B(r.)=—|—
(re) 2T (TC+2a—rc)z

Det magnetiska flodet som passerar ringens yta dr ddrmed

:/B(rc)-2d522/ B(r.)2ydr,.
0
:2/ ,u_ol(l )2\/(12 (@ —r.)? dr.
0 2m 2a—7’c

Satt © = a — r. och integrera:

200l [ 1 Al
b = Ho / ( )\/ — 22 dx = ”Oa/
0

T a—z a—l—x Va2 _332
dpol @

= 2RO resin Z| = 2uola
m alo

Saledes ar den 6msesidiga induktansen

®
M:7:2,u0a
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8 Konserveringslagar
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Konserveringslagar: svar och l6sningar
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9 Elektromagnetiska vagor

9.1

Skriv foljande tidsberoende filt som komplexa filt (coswt riktfas):

a) E(r,t) =4cos(wt — 3z — 10°)y — sin(wt + 3z + 20°)2
b) H(r,t) = ©? cos(wt — 5r)0

c) J(r,t) = 6e 3 sin(wt — 22)y + 10~ cos(wt — 5x)2

9.2

Skriv foljande komplexa félt som tidsberoende félt (coswt riktfas):
a) D(r) = (4 + 3i)e*y
b) M(r) = %eﬂzﬁ

c) B(r) = 9(1 —i2)esin ¢

9.3

En plan, tidsharmonisk vag utbreder sig i vakuum i riktningen k = &. Det komplexa
elektriska filtet &r E(r) = Egel*g. Vad ir det komplexa filtet H (r)?

94

En plan, tidsharmonisk vag utbreder sig i vakuum i riktningen k = &. Det komplexa
magnetiska filtet ir H(r) = Hoe**g. Vad dr det komplexa filtet E(r)?

9.5

En plan, linjarpolariserad elektromagnetisk vag utbreder sig i vakuum i positiv z-
led. Om elektriska filtet &r E(r) = Fye** 2, vad ir da det tillhérande magnetiska
faltet H(r)? Vad hinder om utbredningsriktningen byts till negativ z-led?
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9.6

Tva plana, linjarpolariserade elektromagnetiska vagor utbreder sig samtidigt i vaku-
um, en i positiv och en i negativ z-led. I en given punkt i rummet dr det komplexa
elektriska falt som hor till vardera vagen Ey@ respektive Fyx, dvs totala elektriska
filtet dr 2F2. Vad dr det magnetiska félt som hor till respektive vag i denna punkt,
och vad ar totala magnetiska faltet?

9.7
En skiljeyta mellan ett dielektrikum med relativ permittivitet e, och vakuum har

normalvektor n = 2. Pa vakuumsidan &r det elektriska filtet E . = FE,& + E,y.
Vad éar elektriska faltet 1 dielektrikumet?

9.8
En skiljeyta mellan ett dielektrikum med relativ permittivitet €, och vakuum har

normalvektor n = 2. Pa vakuumsidan ar det elektriska faltet F = E.2 + E.2. Vad
ar elektriska faltet 1 dielektrikumet?

9.9
En monokromatisk planvag utbreder sig i vakuum och har det elektriska féltet
E(r,t) = 2Eysin(wt — k(z +1y)/V?2)

a) Bestdm vagens utbredningsriktning.
b) Bestdm vagens magnetfilt H (r,t).

c) Bestdm den tidsberoende stralningsvektorn S(r,t).

9.10

En elektromagnetisk vag i vakuum har féljande elektriska f&lt:

dar k = w/cp.

a) Bestiam vagens utbredningsriktning k.
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b) Bestdm magnetféltet H(r,t).

c) Bestam stralningsvektorn S(r,t) = E(r,t) x H(r,t).

9.11

Det elektriska och magnetiska féltet fran en tidsharmonisk planvag som utbreder sig
i vakuum méts upp i origo. Félten har endast z- och y-komponenter. Det elektriska
faltets x-komponent varierar som F, = Fysinwt och dess y-komponent som £, =
Eqysinwt. For det magnetiska faltet fas att x- och y-komponenten varierar som H, =
—akljysinwt respektive H, = aFysinwt dér « dr en positiv konstant.

a) Vilket virde bor a ha om man métt rétt? (Du kan antingen ange ett numeriskt
vérde eller uttrycka « i kiinda konstanter.)

b) Vilken typ av planvag ar det? Vilj bland linjarpolariserad, cirkuldrpolariserad
och elliptiskt polariserad. Ge en forklaring

c) Bestdm den totala elektriska féltvektorn som funktion av bade rum och tid.

9.12

En plan, linjart polariserad, vag utbreder sig i vakuum. Elektriska faltstyrkan ges
av
3k

k s
E(x,y,z,t) = Fysin |wt — ——=0r+ —=y+— | 2
( Yy ) 0 ( i TOy 4>

a) Bestdm vagens utbredningsriktning.

b) Bestdm magnetiska flodestétheten B(z,y, 2, ).

9.13

Halvrymden z > 0 &r fyllt med ett fibermaterial dar fibrerna &r riktade langs x-axeln
och i omradet z < 0 &dr det vakuum. Fibermaterial 4r uniaxiala. Det betyder att da
fibrerna ar riktade ldngs x-axeln kommer en linjarpolariserad planvag med elektriska
filtet riktat i z-led att kéinna av en relativ permittivitet ¢,, och en linjarpolariserad
planvag med elektriska faltet riktat i y-led att kdnna av en relativ permittivitet
ery- Antag nu att fibermaterialet ar forlustfritt och att €,, = 2 och ¢, = 4. En
linjarpolariserad vag

E(z,t) = (| B2 + | Ea|g) cos(wt — ko)
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faller in mot z = 0. Genom att vélja kvoten |E;|/|Fs| pa rétt sitt kan man fa en
cirkuldrpolariserad vag vid z = zy > 0 (och dven vid z = 3z, 52, ...). Bestam
kvoten |E4|/|Es| och zg (uttryckt i ko).

Ledning: En planvag som ér linjarpolariserad i z-led behandlas pa samma sétt
som om halvrymden z > 0 dr fyllt med ett isotropt material med relativ permittivitet
€r0. En planvag som ér linjarpolariserad i y-led behandlas pa samma sitt som om
halvrymden z > 0 dr fyllt med ett isotropt material med relativ permittivitet ,,.
Transmissionskoefficienten vid normalt infall mot ett dielektrikum med permittivitet
€, ges av

9.14
AY ‘
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/ .
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Det elektriska faltet for en elektromagnetisk vag, som utbreder sig i vakuum, &r
E(z,t) = Epcos(wt — kz)x. I planet z = 0 sétts en polarisator i form av ett stort
metallgaller upp, vilket paverkar vagen. Gallret bestar av tunna metalltradar, som
ar riktade parallellt med linjen x = y, se figur. Ett elektriskt filt polariserat lings
metalltradarna skapar strommar i tradarna, vilket gor att vagen reflekteras som fran
ett metalliskt jordplan. Ett elektriskt filt polariserat vinkelrétt mot tradarna skapar
inga strommar i tradarna, och darmed passerar vagen gallret utan att paverkas.

a) Bestam det elektriska filtet for z > 0

b) Bestdm det elektriska filtet for den reflekterade vagen i omradet z < 0
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9.15

vakuum e =17
Ei

Y

Et

Y

Er

A

\

1
z=0

En plan vag E'(r,t) = f(t — z/co)@ utbreder sig i vakuum. Vid z = 0 reflekteras
den mot en halvrymd av ett forlustfritt, omagnetiskt material.

a) Hérled ett uttryck for reflektionsfaktorn. (Om du vill far du gérna anta tids-
beroendet f(t) = coswt.)

b) Berikna den relativa permittiviteten e, i materialet, om den reflekterade vagen
ar E'(r,t) = —0.2f(t + z/co) .

9.16

Vi ska nedan beridkna hur mycket effekt som kan tas emot inuti ett omrade med
forluster. Tillampningar finns till exempel inom kommunikation med undervattens-
farkoster eller pacemakers.

En planvag E'(r) = Eye**2 som utbreder sig i omrade 1 faller in mot ett omrade
2 enligt figur.

©1®

Et

Y

T
z=0

Vagutbredningsparametrarna i de bada omradena &r
]{Zl = ko ]{72 = koeiw
m = 1o Mo = 1o

dér kg, ng och 9 ar reella och positiva storheter.

Vad &r tidsmedelvirdet av Poyntings vektor vid z = d > 07
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9.17

I halvrymden z < 0 ar det vakuum och i halvrymden z > 0 &r det ett dielektrikum
med €, =4, 0 =0 och p, = 1. En planvag med det elektriska faltet

E(z,t) = Eycos(wt — zw/co)@

faller in mot halvrymden z > 0. Hérled uttrycken for de reflekterade elektriska och
magnetiska falten.

9.18

En koaxialkabel, vars innerledare har ytterradien a och ytterledare har innerradien
b, for strommen I = Iycos(wt — fz) dir 8 = w,/figoe,. Omradet mellan inner-
och ytterledaren bestar av ett forlustfritt dielektrikum med relativa permittivite-
ten g,. Bestdm tidsmedelvirdet av stralningsvektorn pa avstandet (a + b)/2 fran
symmetriaxeln.

9.19

Det komplexa elektromagnetiska filtet for en plan vag som propagerar i ett homo-
gent, omagnetiskt, ledande material ges av

E(z) = |Ey|e™ &

med coswt som riktfas. Materialet har relativa permittiviteten €, och konduktivite-
ten 0. Visa att om materialet &r en god ledare, vid den aktuella frekvensen, sa ges
tidsuttrycket for det elektriska faltet av

E(z,t) = |Eple” cos(wt — az)x

Uttryck a i kdnda storheter. Alla approximationer skall motiveras!

9.20

I frekvensplanet géller att ett material ar en god ledare om o > wege,.. I tidsplanet
motsvarar detta att forskjutningsstrommen epe,(OE/0t) &r forsumbar i jamforelse
med ledningsstrommen J = o E. Antag ett omrade med p = 0, relativ permittivitet
€, relativ permeabilitet p, och konduktivitet o. De félt som finns i omradet antas
variera sapass langsamt i tiden att omradet &dr en god ledare. Utga fran Maxwells
ekvationer och hérled féljande ekvation for det elektriska faltet:

OE(r,t)

VQE(T',t) - M()M,«O'T =0 (2)
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Ledning: V x (V x E) =V (V- E) - V?E.

Kommentar: Ekvationen (2) &r diffusionsekvationen, dvs samma ekvation som
anvénds for diffusion och virmeledning. Den &ar egentligen ofysikalisk eftersom den
sager att utbredningshastigheten &dr odndlig, vilket strider mot den speciella relati-
vitetsteorin. I de flesta tillimpningar har detta ingen betydelse.

9.21

En tidsharmonisk planvag som utbreder sig i ett ledande material kan i frekvens-
planet skrivas

E(2) = Eye** & = Eye %P g

dar

.0
ke = wy/Hopree = w\/ Holr (60&» + 15)

a) Bestdm approximativa uttryck for o och § da materialet ar en god ledare, dvs
da o > wege,.

b) Bestdm approximativa uttryck for o och § da materialet dr en dalig ledare,
dvs da 0 < wepe,. (Anviand MacLaurinutveckling)

9.22

En plan vag faller in vinkelrdtt mot en halvrymd, z > 0, med ledningsformagan
o, relativa permittiviteten e, och relativa permeabiliteten u, = 1. I omradet z < 0
ar det vakuum. Tidsmedelvirdet av den infallande vagens effektflodestathet ar Sy.
Bestam ett uttryck for tidsmedelvardet av den reflekterade vagens effektflodestéathet
om halvrymden kan antas vara en god ledare (0 > wege,.). Ledning: Den reflekterade
vagen #r en planvag med amplitud R|E‘| = RE,, dir den infallande vagen r
E'(z) = Ege™& och R = (n. — o)/ (ne +10)-
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9.23

max [

En linjarpolariserad elektromagnetisk vag (vinkelfrekvens w), som utbreder sig va-
kuum i positiv z-led, reflekteras mot en stor metallskiva vid z = 0. Vagen faller
in vinkelrédtt mot skivan. Det elektromagnetiska faltet méts upp med en prob som
har formen av en cirkulér slinga. Slingans radie a dr betydligt mindre &n vaglangden
och slingans sjélvinduktans &r forsumbar. Proben &r kopplad till ett instrument med
resistans R. Instrumentet méter upp tidsmedelviardet av effekten som utvecklas i
resistansen. Nér probens slinga ligger i y-z-planet blir tidsmedelvéardet av effekten
noll, oavsett var man placerar proben. Nar probens slinga ligger i z-z-planet varie-
rar tidsmedelvérdet av effekten med koordinaten z enligt figuren, diar det maximalt
uppmaétta vardet pa tidsmedelvardet av effekten ar P, x.

a) Léngs vilken riktning svinger den infallande vagens elektriska f&lt
b) Bestdm vagens vaglingd A

c) Bestam amplituden pa den infallande vagens elektriska falt uttryckt i Py, @,
R och w (nédvandiga naturkonstanter kan férekomma)

9.24

En plan vag faller in vinkelréitt mot en halvrymd med ledningsférmagan o, relativa
permittiviteten €, och relativa permeabiliteten p, = 1. Halvrymden behdver inte
vara en god ledare.

a) Bestdm ett uttryck pa vagens intrangningsdjup 9.

b) Vid 900 MHz (dvs en frekvens som anvénds vid mobiltelefoni) géller for
hjarnsubstans att &, = 42 och ¢ = 1.1 S/m. Hur stort blir intrangningsdjupet?
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9.25

Visa att for tidsharmoniska félt, sa kan tidsmedelvéardet av Poyntings vektor uttryc-
kas med hjélp av de komplexa félten, dvs % [ E(r,t) x H(r,t)dt = 1 Re{E(r) x
H*(r)}. Tips: skriv E(r,t) = Re{E(r)e '} = ;{E(r)e " + E*(r)e“'}.
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Elektromagnetiska vagor: svar och losningar

S9.1

a) E('f‘) — 4ei(3x+10°)@ _ efi(3a:f70°)2‘
b) H(r) = 2snleirg,

c) J(r) = 6e 37el("/2F22) g 4 10e e 2.

S9.2

a) D(r,t) = (4cos(wt — fzx) + 3sin(wt — fx))y = 5 cos(wt — P — 37°)y.

b) M(r,t) = % cos(wt — 2z)p.

c) B(r,t) = §(cos(wt — ¢) — 2sin(wt — ¢)) sin O = 24 (cos(wt — ¢+ 63°)) sin 0¢p.

S9.3

L Ebeik"B z.
70

S9.4

—ﬂoHoeikx,%.

S9.5

H(r) = iEoeikZ@ respektive H (r) = _H%Eoefikz@.

10

S9.6

De magnetiska félten &r W—IOEOQ respektive —niOEOQ, dvs totala magnetiska faltet ar

0.

S9.7

Ediel. = EJ::AB + Ey@ = Evak.-
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S9.8

~ 1 A
Ediel. = E$£L‘ + ;EZZ

S9.9
a) Det elektriska filtet for en allmén linjarpolariserad planvag kan skrivas
E = Eysin(wt —k-r+¢)e

dar k ar vagvektorn och utbredningsriktningen ges av k = k/k. 1 vart fall
giller k = k(1/v/2,1/4/2,0) och dérmed utbreder sig vagen i riktningen

k= (1/v2,1/v2,0)

b) Magnetfiltet ges av H = n;'k x E = 07" Eg(1/v/2,1/v/2,0) x (0,0,1) dér

Mo = +/tho/Mo. Dérmed

H = ny'Eysin(wt — k-7 + ¢)(1/V2,—1/v/2,0)

c) Den tidsberoende stralningsvektorn ges av S(r,t) = E(r,t) x H(r,t) Detta

ger
S(r,t) =1y E2(0,0,1) x (1/v/2, —1/v2,0)sin*(wt — k -7 + ¢)
=y B2 sin®(wt — k-7 + ¢)(1/V2,1/v/2,0)
S(r,t) =y 'E2sin®(wt — k-7 + ¢)(1/v2,1/3/2,0)
S9.10

a) En allmén tidsharmonisk plan elektromagnetisk vag har rums- och tidsbero-
endet k- r —wt dér k dr vagvektorn och k = k/|k| &r utbredningsriktningen.
I vart fall géller

k(x — z)
V2

och dirmed ér k = k(& — 2)/v/2. Det ger utbredningsriktningen

k.’,":

(- 2)

k:
V2




9 Elektromagnetiska vagor: svar och lésningar 151

b) Magnetféltet ges av regeln om hogersystem

1 -
H(r,t) = —k x E(r,t)
o

Detta ger

H

c) Stralningsvektorn ges av S(r,t) = E(r,t) x H(r,t). Detta ger

i@

770\/5

S(r,t)

Kommentar: Vagen ar en cirkulérpolariserad planvag och da skall géilla att stral-
ningsvektorn ar riktad i utbredningsriktningen och har en amplitud som &r konstant
i rum och tid.

S9.11

Totala elektriska och magnetiska féltet ges i origo av
E(0,t) = (. + y)Epsinwt
H(0,t) = (—& + y)aEysinwt

a) Kvoten mellan det elektriska och magnetiska féltet for en planvag ges av vag-
impedansen. Déarmed fas

1
o= — = 8—0:L971
Mo po 1207

b) E svanger parallellt med linjen x = y. Planvagen dr darmed linjérpolariserad.

c) Utbredningsriktningen ges av

ExH

ExH| ~

k=
Det elektriska faltet ges ddrmed av

E(z,t) = (2 + y)Epsin(wt — w/cpz)
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S9.12

a) En allmén planvag som &r linjarpolariserad i z-led ges av
E(z,y,z,t) = Eysin(wt — k-1 + ¢)2

Vagens utbredningsriktning &r n = k/|k|. Jimforelse med den givna plan-
vagen ger utbredningsriktningen

n=(1,-3,0)/v10
b) Regeln om hogersystem ger magnetiska flodestétheten

1
B(z,y,z,t) = C—Ofb x E(x,y,z,t)

Ey . < k 3k w) (3,1,0)
=——sin|wl— ——=r+—y + —

Co

S9.13

Vagimpedanserna ges av

{771 = \”/—% for polarisering i x-led

Ny = %0 for polarisering i y-led

Transmissionskoefficienterna for en planvag som ar linjarpolariserad i z- respektive
y-led ges av

2771 2
Tl: f—
m+m V2+1
2 2
T,— - _=
no+mn 3

Den transmitterade vagen ges da av
Et(Z, t) = |E1|T1 COS(LUt — k12>ﬁ7 + |E2|T2 COS(wt — ]{722):{/
dér vagtalen ges av

]{31 = k‘o\/&»l = \/§]€0
]{?2 = k?()\/&frg = 2k‘0

En cirkularpolariserad vag kan skrivas

E(z,t) = E,(cos(wt — kp2)x + cos(wt — kpz — 7/2)Yy)
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Detta #r uppfyllt for E'(z,t) vid z = z, om (det finns flera méjligheter)
|EV|Th = | BT

och
kozo = k120 + /2 +nmw, n = positivt heltal

Da ges det minsta zo och |E;|/|Fs| av
B T B T
C2(ke— k1) 2ke(2 - V2)
By T, V241

|Ey] T 3

Kommentar: Effekten som beskrivs i uppgiften gar att pavisa i mikrovagsomrad-
et genom att skicka in mikrovagor mot tréskivor.

S9.14

Vi delar upp vagen i tva linjarpolariserade vagor pa foljande sétt:

E(z,t) = Eycos(wt—kz)x = % {Eycos(wt — kz)(x +y) + Epcos(wt — kz)(x — y)}
Den forsta linjarpolariserade vagen har sitt elektriska falt riktat lings tradarna och

reflekteras medan den andra vagen har sitt elektriska filt vinkelrdtt mot tradarna
och fortsétter ddrmed genom gallret utan att paverkas.

a) For z > 0 fas ddrmed det elektriska féltet

1
E(z,t) = §E0 cos(wt — kz)(x —y)
b) For z < 0 fas det reflekterade faltet

1
E(z,t) = —§E0 cos(wt + kz)(x + y)

S9.15

a) Vi gor foljande ansats for de reflekterade och transmitterade filten:
Ei(r,t) = f(t — z/c))z
E'(r,t)=Rf(t+ z/co)x
E'(r,t)=Tf(t — z/c)x
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vilket med hogerregeln H = %I% x E ger foljande magnetiska félt:

Hi(r 1) = ~f(t — 2/c0)d

Mo
H(r,t) = —%Rf(t +2/eo)i
H(r ) = %Tf@ Y

dér ¢ = co/+/€r och n = ny/+/e;. Randvillkoret att tangentiella E- och H-filt
ar kontinuerliga ger nu ekvationerna

1+R=T
1 1 1
—— —R=-T
Mo 7o n

med 16sningen

— 1— /e,
R:U o \/_

n+mn 1+
2 2
A

n+mn 1+E

(endast uttrycket for R krivs for podng).

b) Hér ar reflektionsfaktorn given i uppgiften, R = —0.2, vilket ger

[\]

_ 1 - /5 1-R 12 3 9
JrO Al N S VTR S Sk R R
n+m 1+ /& 2 4

—_
+

=
o
oo

S9.16

Ansétt pa vanligt vis reflekterade och transmitterade planvagor med hjélp av reflek-
tions- och transmissionskoefficienter R och T'

E'(r) = REje "%
E'(r) = TEye**&
Hogerregeln ger da
r 1 —ik1z 2
H'(r) = —EREOe ]

1 .
H'(r) = —TEye**y
Up)
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och randvillkoret att tangentiella falt &r kontinuerliga ger

1+R=T

2
1 R T = T=-""
== m+m
m Ui T2

Tidsmedelvardet av Poyntings vektor ar

1 1 g 1

Pg(dz) = 3 Re{E"'(dz) x H'(d2)"} = §|TE0|2 Re{e*?—e "% x g}
2

1 1 1

:_T2E2 —ZImkzdR T ls —

5| T Ege o 2)% =3

219
e +m

2
1
EOQQ—QIkad Re{—*}é
2

Eftersom 1, = 19 och 1y = nye ¥ och ky = koel? far vi

o I° ] 2 P 4
mt+m|  [1+e¥| (14 costp)?+sinep
B 4 B 2
© 1+42costh+cos?) +sin®y 1+ cosyp
och
1 —i
Re{--} = Ref" —} = “=
T2 Mo Mo

Slutligen fas alltsa

S( 2) — ELEge—Qkodsinlbcosqﬂ% _ Eg COS@D le—Qk‘OdSind)é
21+ cosy Mo 1+ cos ¥ ng

S9.17

Det komplexa elektriska filtet for den infallande vagen &r
E'(2) = Eye'™* 2

dér kg = w/cy. Ansitt en reflekterad och en transmitterad vag
E’(2) = REge g
E'(z) = TEe™* 2

dér k) = ko./€,. Regeln om hogersystem ger motsvarande magnetfilt

) Eq .
HZ(Z) — _Oelkozg
o
E .
H'(z) = —R—2e oy
Mo

E, .
H'(z) = T—Oelklzf/
Ui
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dar 1 = \/o/(g0g,). Randvillkoren vid z = 0 dr att de elektriska och magnetiska
falten ar kontinuerliga. Detta ger

E'(0) + E"(0) = E*(0)
H'(0)+ H"(0) = H'(0)

och darmed

1+R=T

1 1
—(1—-R)=—T
Mo T

Reflektionsskoefficienten ges da av

— 1— /e, 1
R:771 N VEr

mtm  1+yE 3
De reflekterade félten i tidsplanet ges av

1
E"(z,t) = _§E0 cosw(t+ z/co)x

1
H'(z,t) = 3—770E0 cosw(t+ z/co)y

S9.18

Amperes lag ger magnetfiltet

~

H(r,t) = Lo cos(wt — fz)¢

27r,

Motsvarande komplexa filt ges av H (7) mﬁ—jceiﬁzg?). Mellan ledarna géller J = 0

och darmed fas elektriska faltet ur E = o VX H. Formelsamlingen ger uttrycket
for rotationen V x i cylinderkoordinater vilket ger

I
27\/Erre

Stralningsvektorn har tidsmedelviirdet Pg = 1 E x H*. For r, = (a + b)/2 fas

2
o Iy N
Po—
ST o E (ﬂ(a—i—b)) 8

S9.19

i

E(r) = P2,

Det komplexa vagtalet ges av k = w+/pocoe,(1 +io/(wepe,)). Fér en god ledare

giller o > we,gp och ddrmed fas k = w+/ipgo/w = a(1+1), dir a = \/wpeo /2. Det
tidsberoende elektriska faltet ges da av

E(z,t) = Re {E(z)e '} = |Eyle™* cos(wt — az)@



9 Elektromagnetiska vagor: svar och lésningar 157

S9.20

Om forskjutningsstrommen forsummas i Maxwells ekvationer fas

OH
E = — il
V x o by ot (
VxH=0FE (
V-E=0 (5
V-H=0 (

Tag rotationen pa ekvation (3)

o(VxH
VX(VXE>——M0MT%

Inséttning av ekvation (4) ger

E
V X (V X E) = _NONrUaa_t

Eftersom V- E =0 fas V x (V x E) = —V2E och dérmed

OE(r,t)

=0
ot

V2E(r,t) — popno

S9.21

a) For o > wepe, fas

o 1+i1
k.~ w - (i—) = N Wo Lo Ly
\/ Hok o /2 Kot

déir det utnyttjats att /i = (e™/2)%% = e"/4 = (1+i)/v/2. Eftersom k. = S+ia
fas

Wa Lo oy
2

a=p0p=

b) Da o < wepe, kan man MacLaurinutveckla

o

. 0 .
ke = wy/optrec = Wy/HoprEory |1+ 15 — R W/ o rEOE <1 +1
ocr

2e0,W

Déarmed fas

o o [uopy
O = W/ UoUrEQEr ——— = §

280w E0Er

B = wy/pofirEoE,
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S9.22

En infallande vag
E'(2) = Eye'** 2
ger tidsmedelvardet av stralningsvektorn
1 *
Sy = §Re{E(z) x H*(2)} = z—mEg

dér vi latit Ey vara reell. Med en standardmetod (se foreldsning 18) fas den reflek-
terade vagen

E’(2) = REje %2

1 1 .
H'(z) = —(—%) x E"(2) = — REye "y
o Mo
dér k = weg, no = /o/eo och
_ Ne — 1o
Me + Mo

Tidsmedelvardet av den reflekterade effektflodestatheten ges av

1

S = 5Re{E’”(z) x H(2)'} = ——|R|2E2A —|RI*S,
dér * betecknar komplexkonjugat. For en god ledare géller
Ho _  [How _ ] Wow (1— How
io \/

da ges R av

(1-i)y/EE—  fe

(1—i)y/BE + /e
Detta ger

= 18] = SR = 5 (vE-VE) o (- 57")2“

[=}

0 P} 0
(VEE+ o) v (1 /2 1

Om man vill kan man aterigen utnyttja att o > wege, > weg. Detta ger att

Vweg/20 = A ér litet, och vi har
(1—¢“;_2°>2+°;z°_ (1- A7+ A?
1 VE) b AP A

(1+A)2+A2—4AN B - _, [weo
G apar >l —48) =S {1457

w€0

Effekten som forbrukas i halvplanet z > 0 &r da approximativt 4.5 5
o
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S9.23

a) Proben ar kinslig for vagens magnetiska flodestdthet B. Vagens magnetiska
flodestathet maste vara riktat i y-led, vilket betyder att det elektriska féltet
ar riktat parallellt med x-axeln.

b) Den infallande vagens elektriska félt kan generellt skrivas
E;(z,t) = Eysin(koz — wt + a)x

dér vagtalet kg = 27/, och « dr en fasvinkel. Vid z = 0 giiller att det totala
elektriska faltet &dr noll, och dérmed ges den reflekterade vagens elektriska falt
av

E.(z,t) = —FEysin(—koz — wt + a)x

Motsvarande magnetfilt bestdms av regeln om hogersystem. Detta ger
H<Z7 t) = Hi<z7 t) + HT(Zu t)
1
= —Ey {sin(koz — wt + ) +sin(—koz —wt + a)} y
"o

2F
— = cos(koz) sin(wt — o)y
o

Detta gor att den inducerade emk:n i slingan ges av (valj n = y)

dd(t 2
&= _de() = 7a® g ——2 cos(koz)w cos(wt — a)
dt 70

Effekten i resistansen ges av p(t) = £?/R. Tidsmedelvirdet av effekten &r

dédrmed
1 2F, ?
P(z) = Y7 <7ra2u0n—00 cos(koz)w) = Pax c0s®(ko2)
déar
P = 2t B0
no R

Vi ser att avstandet mellan tva nollstéllen i effekten ges av strickan d = 0.25 m
dér kod = 7, dvs. d = w/ko = A\/2. Vaglangden blir darfor

A=05m

c) Fran uttrycket pa Py fas

PmaXR
By == b
Ta? fow
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S9.24

Det komplexa vagtalet ges av

o
k. = B +ia = wy/lpe. = wy [ o (&Toar + i—)
w

Déarmed fas

o =Im{k} =w/fiy (<eoeT> (5)2) " ding

1
dér ¢ = — arctan
2 E0EFW

a)

§=1/a = < W/ ((aoer) (5)2)1/4 sin ¢) )

Kommentar For en god ledare (0 > wegpe,) 6vergar uttrycket for 6 i det
uttryck som finns i formelsamlingen.

b) Insittning avw = 27 - 9 - 10® rad/s, &, = 42 och ¢ = 1.1 S/m ger § = 3.2 cm.

S9.25

1 T
—/ E(r,t) x H(r,t)dt
T Jo

e /0 {B(r)e™" + E*(r)e™'} x {H(r)e™ + H'(r)e'} dt
LT/O (E(r) x H'(r) + E*(r) x H(r)} dt
LT /0 {E(r) x H(r)e 2 + E*(r) x H*(r)e®"} dt

= L {B(r) x H'(r) + B'(r) x H(r)} = 5 Re{B(r) x H'(r)}
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10 Potentialer och filt
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Potentialer och filt: svar och 16sningar
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11 Antenner

11.1

En typisk funktion i antennsammanhang #r e'*/z. Vad #r dess derivata? Vilken del
av derivatan dominerar da x — c0?

11.2

For en viss antenn erhalles vektorpotentialen A(r) = Aoei:Tﬁc. Vad ar H(r) och
E(r) i riktningen 7 = 2 i fjarrzonen?

11.3

En kort bit av en strémbana modelleras med en svingande elektrisk punktdipol,
elektriskt dipolmoment p = pyz, placerad i origo. Vad ar fjarrfialtsamplituden, ut-
tryckt i kartesiska riktningar, i riktningen

a) r=2z,dvs. 6 =07
b) 7 =&, dvs. § = 7/2 och ¢ = 07
c) r=g9g,dvs. 0 =7/2 och ¢ =m/27
d) #=—2,dvs. § =77

11.4

En elektrisk elementardipol med dipolmoment p = py cos wtz befinner sig i origo. Pa
z-axeln finns en fri elektron pa 20 vaglangders avstand fran origo. Elektronen kom-
mer att gora sma rorelser (< \) pga av antennens paverkan. Elektronens hastighet
kommer att vara sapass liten att kraften fran magnetfiltet v x B kan férsummas.
Antag att elektronen &r i vila vid ¢ = 0 och da befinner sig i punkten (20,0, 0).
Bestam tidsmedelvérdet av den effekt som elektronen stralar ut fér ¢ > 0.

Ledning: Dela upp losningen i delar. Bestam forst det elektriska faltet vid elektro-
nen och darefter elektronens dipolmoment genom att stélla upp och losa rérelseek-
vationen for elektronen. Nér elektronen ror sig kommer den att strala som en dipo-
lantenn. Egentligen ger denna stralning upphov till en dimpande term i rorelseekva-
tionen, men vi kan anta att denna term &r sapass liten att den kan férsummas.
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11.5

Tva antenner modelleras med identiska elektriska dipoler riktade i z-led, vilka &r
placerade i (0,0,0) och (0,0,d), med fasskillnad ¢. Truls och Trula star pa stort
avstand fran dipolerna, Truls i (R, 0, R) och Trula i (R,0,0), dar R > d och R > .

a) Hur ska d och ¢ viljas for att Trula ska fa sa stor mottagning som mojligt,
samtidigt som Truls inte kan ta emot nagonting?

b) Vilket nytt vérde for ¢ gor att Trula inte kan ta emot nagonting?

Anmirkning: Det finns flera 16sningar till varje deluppgift, svara med de véirden
som har minst absolutbelopp.

11.6

Inledning: Vi ska anvénda teorin for gruppantenner for att studera spridning av
ljus. En laserstrale antas kunna beskrivas som en monokromatisk, linjarpolariserad
planvag som utbreder sig i z-riktningen, dvs. den komplexa amplituden ar E;,(7) =
Eoze*?. Denna vag stéter pa fyra identiska hinder (spridare), som ir placerade
i yz-planet i koordinaterna (0,a,0), (0,0,a), (0,—a,0) och (0,0, —a). Dessa kan
till exempel besta av metallstinger eller till och med atomer, men deras exakta
utformning &ar oviktig fér uppgiften.

Nér ljuset traffar spridare n, kommer det att spridas i olika riktningar, vilket vi
kan beskriva med en fjarrfaltsamplitud F, (0, ¢), precis som for ett antennelement
i en gruppantenn. Men eftersom de olika spridarna ar placerade pa olika platser i
rummet, kommer de att tréiffas av ljus som har olika fas (olika argument i exponenten
i e7*% beroende pa olika z-koordinater), vilket leder till att det ljus som skickas ut
fran varje spridare drver denna fas.

Sammanfattning: Var modell av spridningsexperimentet bestar alltsa av fyra an-
tennelement placerade i de fyra punkterna som ndmns i forsta stycket. Varje antenn-
element har samma fjarrfaltsamplitud, F,,(0,¢) = Fy, men olika fas, ¢, = —kz,,
dér z, ar z-koordinaten for spridare n. Vi antar att Fy dr en kidnd storhet som
inte beror pa i vilken riktning vi tittar (dvs. &r konstant, vilket svarar mot att lika
mycket ljus sprids i alla riktningar).

Uppgift: Vad ar fjarrfaltsamplituden fran de fyra spridarna, beréknat i den avldgsna
punkten (0, R, R) dir # = (¢ + 2)/+/2? Svaret behéver inte vara i enklast mojliga
form.
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11.7

En elektrisk elementardipol med momentet p,(t) = pgsinwty dr placerad i origo.
Placera ut ytterligare en elektrisk elementardipol p,(t) = p,, sin wtp sa att fjarrfiltet
som utbreder sig lings z-axeln ar

a) linjérpolariserat ldngs riktningen ¢y + 2 (elektriska féltet).

b) cirkuldrpolariserat.

Ange dipolens riktning (p), dipolmoment (p,,) och placering (z,y, z) i de bada fallen.
Ljushastigheten i omradet ar c.

11.8

Y (\/8,)/8,0)

(—A/8,—)/8,0)

En i rummet konstant, tidsharmonisk strom I, flyter i en kvadratisk strémslinga
med sida A/4 enligt figur ovan. Vi bortser i detta problem fran de svarigheter som
finns med att generera en sadan strom.

a) Beridkna fjarrfaltsamplituden i z-riktningen fran denna stréomslinga med hén-
syn tagen till slingans utstréackning.

b) Hur stort dr det relativa felet i fjarrfaltsamplituden (fortfarande i z-riktningen)
om slingan approximeras med en magnetisk dipol m = I5(\/4)?2? Relativa
felet i punkten z for en approximation av en funktion f(x) definieras som
| fapprox () — f(2)|/]f(x)], du behover ej berdkna siffervirdet.

11.9

Du har sdkert stott pa att mobiltelefoner kan orsaka horbara signaler i en radio-
mottagare. Denna uppgift visar hur man kan uppskatta den effekt som utvecklas i
radion pa grund av mobiltelefonen. Telefonens antenn modelleras med en sviangande
dipol, och radiomottagaren av en plan slinga.
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En tidsharmonisk elektrisk dipol riktad i z-riktningen och placerad i origo orsakar
foljande komplexa fjarrfalt:

ikr

E(r) = —Eysin 60

r

En kvadratisk plan slinga med sidan a &r placerad i (R,0,0), dar R > a och a < A.

a) Hur skall slingan orienteras for att maximera den inducerade emk:n i slingan?

b) Vad &r beloppet av denna maximala emk?

Det &r enklast att utfora alla rdkningar i frekvensplanet.

11.10

Tva identiska tidsharmoniska elektriska dipoler, diar bada har samma fas och pekar
i z-riktningen, &r placerade i (0,0,0) och (A/2,0, 2). Vilket &r det minsta positiva
z-viirde som maximerar fjarrfiltet i riktningen # = (& + 2)/v/2?

11.11

En gruppantenn bestar av tva elementardipoler p, = pofi; och p, = poe *f,.
Dipolen p, &r placerad i origo och p, i en punkt (zo,0,0) pa z-axeln. Antennen skall
designas sa att den stralar maximalt ldngs positiva z-axeln och att den inte stralar
varken langs negativa z-axeln eller langs positiva och negativa z-axeln. Bestdm 7,
N9, a och x( sa att detta ar uppfyllt.

Ledning: Borja med att bestdamma nq, ne.

11.12

Foljande ar en enkel modell av en antenn for basstationer i mobiltelefonsamman-
hang. Antennen bestar av tre tidsharmoniska punktdipoler som svinger med samma,
fas och amplitud, placerade ldngs dipolriktningen med inbérdes avstand d och med
ett jordplan pa avstandet L bakom sig.



11 Antenner 169

jordplan (metall)

a) Berdkna fjarrfaltsamplituden som funktion av vinkeln 6, dvs.i z-z-planet.
Lagg origo i den mittersta dipolen i bilden ovan. Tips: det gar att spegla
dven tidsberoende dipoler.

b) Vilket &r det minsta valet av L som maximerar stralningen rakt fram i a-
riktningen (# = 90°)? Svara i antal vaglangder.

11.13

Tomten ténkte ge renarna ledigt i ar och distribuerar julklapparna med hjélp av
helikopter. Han haller kontakt med sina tomtenissar via mobiltelefon.

Vi modellerar en basstation till ett mobiltelefonsystem med en punktdipol pa hjden
h ovanfor marken enligt figur nedan.

PoZ r i

Vad ar styrkan pa det elektriska falt som en antenn fastsatt pa en helikopter pa
avstand 7 fran basstationen kan kdnna av, dvs. vad ar |E(r, 6, ¢)|? Det giller att
r > X\ och r > h. Marken kan betraktas som en perfekt ledare.
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11.14

D,

En elektrisk elementardipol med det komplexa dipolmomentet p; = poz befinner sig
i origo.

a) Bestdm tidsmedelvirdet av stralningsvektorn som funktion av de sfariska ko-
ordinaterna r och 6 i fjarrzonen.

b) Genom att placera ut ytterligare en dipol p, kan man astadkomma ett fjarrfilt
som &ar cirkuldrpolariserat pa positiva xz-axeln men linjarpolariserat lings al-
la andra koordinathalvaxlar. Ange var dipolen skall placeras, uttryckt i vag-
langden A, och bestdm det komplexa dipolmomentet p,.

11.15

Du har tillgang till tva identiska tidsharmoniska dipolantenner. Bada ligger i planet
y = 0 (dvs. zz-planet), ar riktade i z-riktningen och har samma fas.

a) Hur ska dipolerna placeras for att ge f6ljande stralningsdiagram i planet y = 07
De vinklar som anges i diagrammet &r vinkeln mot z-axeln, och skalan i radiell
led ar godtycklig. Motivera ditt svar.
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180

270

b) Beriikna fjarrfaltsamplituden i omradet y = 0, x > 0 for denna konfigura-
tion. Om du inte klarat a)-uppgiften far du anta att dipolerna befinner sig i
(A/4,0,0) respektive (0,0, A/4).

11.16

En elektrisk elementardipol, p = py coswt n, ar beldgen i punkten (z,y, z) = (d, 0, 0).
Man vill fa en riktad antenn med starkt fjarrfilt i z-riktningen och ldgger dérfor
in ett stort jordat metallplan vid x = 0. Hur skall man vélja d och enhetsvektorn

n for att fa ett maximalt fjarrfalt i x-riktningen? Bestam ocksa tidsuttrycket for
motsvarande elektriska fjarrfalt i omradet x > 0.

11.17

I sféariska koordinater ar E = 7 E, + éEg + ¢E¢-

a) Vad ér E, i fjirrzonen av en antenn?
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b) I vilken riktning pekar stralningsvektorn S i fjarrzonen?

c) Hur avtar S med avstandet r i fjarrzonen?

11.18
AZ

Ti(z,t)
/ |
y T
Bilden visar en halvvagsantenn med lingden 2a, som har sitt centrum i origo.
Strommen i antennen ges av

i(z,t) = Iycos (g—;) cos wt

I fjirrzonen ar det elektriska féltet en sfiarisk vag och ges av

cos(wt — kr) .
( )p

E(r,t) = E(0) =

dar k = w/c ar vagtalet och p en enhetsvektor.
a) Uttryck p i de sfariska enhetsvektorerna 7, 6 och ¢.
b) Bestiam H(r,t) i fjarrzonen.
c) Bestdm fjarrfalten E(r,t) och H(r,t) for 6 =0 och 6 = 7.

d) For vilket 0 &r |E(0)| maximalt?

11.19
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Bilden visar en magnetisk dipolantenn som har sitt centrum i origo. Antennen bestar
av en cirkuldr metallslinga i planet z = 0. Slingans radie &r mycket mindre &n
vaglangden och strommen i slingan ges av i(t) = Iy cos wt.

I fjarrzonen ar det magnetiska filtet en sfarisk vag och ges av

cos(wt — kr) .
( )p

H(r,t) = H(O)=—"

dér k = w/c &r vagtalet och p en enhetsvektor.

a) Uttryck p i de sfariska enhetsvektorerna 7, 6 och é’)
b) Bestdm E(r,t) i fjarrzonen.
c) Bestam fjarrfalten E(r,t) och H(r,t) for § = 0 och § = 7.

d) For vilket 6 ar |H(0)| maximalt?

11.20
A,

?L, x
— i EGE

Y

Bilden visar tva magnetiska dipolantenner med centrum i oriogo respektive (d, 0, 0).
Strommen i antennerna ges av i(t) = Ipcoswt och antennernas radie dr mycket
mindre dn vaglingden.

a) Bestam d, uttryckt i vaglingden A, sa att det totala fjarrfiltet ar noll langs
positiva och negativa r—axeln.

b) Bestdm d, uttryckt i vaglingden A, sa att det totala fjarrfaltet ar noll langs
riktningen x = y i planet z = 0.

c) Bestam det minsta d > 0, uttryckt i vaglingden A, sa att det totala fjarrfaltet
ar maximalt ldngs positiva och negativa r—axeln.

. A
d) Antag att man har avstandet d = — mellan antennerna och att strommen &r

i(t) = Ipcoswt i den vénstra antennen och i(t) = Iy cos(wt + «). bestdm « sa
att det elektriska fjarrfiltet &r maximalt ldngs positiva xr—axeln.
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11.21

En séndarantenn och en mottagarantenn &r bada magnetiska dipolantenner. De
bestar av cirkuléra ledare med radie mycket mindre &n vaglingden. Cirklarna ligger i
samma plan pa avstandet d fran varandra. Vi skickar nu en signal fran séindarantennen
till mottagarantennen.

a) Antag att den mottagna effekten & P ndr d = 0.01)\ . Hur stor ar da den
mottagna effekten om d = 0.02\?

b) Antag att den mottagna effekten & P ndr d = 100A. Hur stor ar da den
mottagna effekten om d = 2007

11.22

Antag att du har tva halvvagsantenner och vill sinda meddelande till en mottagare.
Mottagarantennen ér en halvvagsantenn, men du vet inte hur den &r orienterad.
For att sidkert veta att mottagaren kan ta emot meddelandet vill du déarfor skicka
en cirkuldrpolariserad vag mot mottagaren. Du har mojlighet att &ndra bade amp-
lituderna och fasvinklarna pa antennernas strommar, och dessutom antennernas
positioner och vridningsvinklar. Beskriv minst tva olika siatt hur du kan ga tillvaga
for att generera den cirkuldrpolariserade vagen.

11.23

Med tva identiska linjira antenner, se figur, kan man bestdmma det elektriska féltet
for en planvag som fiardas i positiv z—led. Strémmen i en antenn, orienterad vin-
kelrdtt mot vagens utbredningsriktning, &r proportionell mot €, - E(0,t), dar €,y
ar en enhetsvektor i antennens riktning. Antennerna &r placerade i planet z = 0
och dr kalibrerade sa att en strom av 1 A motsvarar faltstyrkan 10 V/m. Den ena
antennen har e,,; = @ och dess strom ges av de heldragna kurvorna. Den andra har
€.nt = Y och dess strom ges av de streckade kurvorna. Det rader vakuum.

a) Vad dr vaglingden for de infallande vagorna? (notera att skalan &r i ns)

b) Bestdm E(z,t) och H(z,t) om strommarna ges av de tva oversta grafer-
na. Vilken typ av planvag dr detta? (vélj mellan linjar-, elliptisk och cir-
kuldrpolariserad).

c) Bestam E(z,t) och H(z,t) om strommarna ges av de tva mittersta graferna.
Vilken typ av planvag ér detta?

d) Bestdm E(z,t) och H(z,t) om strommarna ges av de tva understa graferna.
Vilken typ av planvag ér detta?
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ndrheten av antennerna. Var skall metallskivan placeras sa att du far maximalt

e) Man kan fa starkare signaler om en stor metallskiva placeras pa lampligt sétt i
starka signaler? Hur mycket starkare strémmar ger detta?
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Antenner: svar och 16sningar

S11.1

ie’? /x — e /2%, Termen ie'” /z dominerar da z — co.

S11.2

H(r) = %emg}. E(r) = no%eik’":iz.

S11.3

Vi skriver hir Ey = iwpgingk/4m liksom i formelsamlingen. a) F = 0. b) F = —Eyz.
c) F=—Ey. d) F=0.

S11.4

Eftersom 20\ > \ giller fjarrfaltsapproximationen

2 - ~
How™po o QCOS(W(t r/c)) 0
T r

E(r,t) =
P4 positiva z-axeln giller = 7/2, @ = —% och r = z vilket ger

2
t—
B(r,1) = —2B(x,1) = M st = /o) ,

4m x

Elektronen utsétts for kraften F' = ¢, E. Detta gor att elektronen kommer att réra
sig i z-led. For sma rorelser fas rorelseekvationen

d*z(t)

Low?po cos wt
Me Al i
dt?

47 20\

= ¢ E(20\, 1) = ¢,

eftersom 20w\ /c = 407. Integration tva ganger i tiden ger

topo 1 — coswt
de medm 20\

z(t) =

dér det utnyttjats att z(0) = 0 och dz(0)/dt = 0. Elektronen svinger alltsa harmo-

niskt kring punkten (¢, yo, 20) = (0,0, ge m’: 6> ). Dipolmomentet kring svingnings-

punkten ges av p,(t) = q.(z(t) — 20) 2 = p. cos(wt)z dér

2 HoPo

Pe = e 80T
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Tidsmedelvardet for den utstralade effekten fran elektronen ges av

1 T
P:—/ %EexHe-ﬁdadt
TJo Js

dér T' = 27 /w &r periodtiden och E, och H, &r fjarrfilten fran elektronen. Lagger
vi ett lokalt koordinatsystem med origo vid elektronen géller fjarrfalten

2
t— .
B.(r 1) = —109Pe gy g = 1/0)

7 r

H. (r,t) =7 x E.(r,t)/n

dér ny ar vagimpedansen i vakuum. Om vi véljer S till en sfar fas

1 NOW2pe ? T . 3
P=— 2 sin® 0 d6
210 dm 0

Eftersom [ sin® 0 df = 4/3 fas tidsmedelviirdet av den utstralade effekten
p_ Am (ow’pe 2
3770 41

S11.5

Fjarrfaltsamplituden fran de tva dipolerna &ar

F —= Fd1p01<0’ ¢) I:e_ik?8r~oez _|_ e_lkerdez—uﬁ]
= Ejysin 9@[1 4 g—ikdcos 9_i¢]

1 : A
= 2Fj sin 0 cos <§(k‘d cosf + ¢)) o3 (—ikdcos0—ig) g

Filtstyrkan beror alltsa i forsta hand pa faktorn sin cos (5(kdcos6 + ¢)) = f(6),
dér |f(0)| < 1.1 Trulas riktning géller § = 7/2, medan Truls aterfinns i riktningen
0 =m/4.

a) Har onskar vi uppna |f(7/2)| = 1 och f(w/4) = 0. Detta ger ekvationerna

1=‘1-cos(%(0—l—¢))‘ = %:nm
1 1 1 kd
0= 7 cos <§(kdﬁ + ¢)> = NG +o=2ny+ )7

De minsta (positiva) virdena for d och ¢ fas for ny = 0 och ny = 0. Da fas

d:\/éﬂ' A

V2
$=0
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b) I detta fall vill vi finna det ¢ som ger f(w/2) = 0 med d valt som i féregaende
uppgift. Detta innebér

0:1-005(%(0—1-(?)) = o=

Vi noterar att i Truls riktning géller med detta val

o9 = o (s 1) = Jpen (5+3) =

dvs. han far inte fullt sa mycket mottagning som Trula hade i féregaende
deluppgift.

S11.6

Fjarrfaltsamplituden for den beskrivna gruppantennen ér

N
F(#)=Fo) e (@nthrm)
n=1
— Fo[ei(k0-kiad) | gilka—kiwa2) | Gi(k0-ki-(=a9) | i(k(~a)=ki(a2)]
= Fy[2cos(kar - y) + 2cos(ka(—1+ 7 - 2))]
I den avligsna punkten (0, R, R) &r © = (¢ + 2)/+/2, och vi far

F((§+ 2)/V2) = Fy2cos(ka/V/2) + 2 cos(ka(—1 4 1/v/2))]

S11.7

Losningarna dr inte entydiga. Nedan ges tva mojliga losningar.

a) For att fa en vag som é&r linjarpolariserad ldngs linjen y = z kan dipolen
placeras i origo med riktning p = 2z och dipolmoment p, = pg. Det gor att
E.(2,0,0,t) = E,(2,0,0,t) och ddrmed &r vagen linjérpolariserad.

b) For att vagen skall vara cirkulérpolariserad skall £, och E, ha samma amplitud
medan deras faser skall skilja sig med 90°. Det kan man fa genom att lagga
dipolen i punkten (z,y,2) = (A/4,0,0) = (com/(2w),0,0) och lata p = 2 och
b2 = Po-
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S11.8

Fjarrfiltet fran en strombana C' ar enligt formelsamlingen

ingk o
F(r)= —IZ—O?T'F X | 7 x /I(r’)e_‘kr"" dl’
C

Observationsriktningen ar r» = &, vilket ger 7 - v’ = 2/. Endast den vénstra och den
hogra delen av kurvan ger ett bidrag till fjarrfdltet i denna riktning,

- inok B M oS a1 M s 1
F(z)=——z x |& X / Ioel(/)(—ydy)—l—/ Toe "8 (g dy)

41 I ~)/8 —X/8
= —%ﬁ: X ﬁ: x Iyy (—eik)‘/Sg + e_ik’\/sg)}
= %Ioﬁz X :2221sin %}
- n%ljr)\fog)sin % - ”giﬂfogsm %ﬁ
nolo .

Enligt formelsamlingen &r det elektriska filtet fran en svingande magnetisk dipol

o m/(t — R/co) X R o m'(t — R/cy) X R
47 R? 47ey R

E =

Den sista termen svarar mot fjarrfaltsamplituden, eftersom den forsta avtar mycket
snabbare med avstandet R. For en tidsharmonisk dipol giller m” = —w?m, och
med m = Iy(\/4)*2 och R = & far vi

2 2 212 212
“ HoW )\ “ “ ,LL()CQI()W )\ " 7’]0[0]{3 )\ “
Fapol(®) = L2 x &= L2 g =00
apol(®) = loqg X & = = 6Y = T 16 Y
_ nolom .
TR

Det relativa felet ges av

wh _ mwlor

’Fdipol — F| - 42 16
F T mh

42

det vill sdga man gor ungefar 10 procents fel om man anvinder sig av dipolsapprox-
imationen da man ska berdkna fjarrfaltet for denna stromslinga.

=1

~ 0.11

V2
4
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S11.9

I punkten (R, 0,0) ér # = & och 0 = /2, samt @ = —%. Det elektriska filtet ir E =
ot —Ey(—2), vilket med hjilp av hogerregeln ger H = lf“ x E =2 EO( TX2zZ)=
—Foy. Detta ger i sin tur B = poH och det magnetlska flodet (;5 [ B-nda=

,uoa2H n. Flodet maximeras da n = +y. Induktionslagen ger att den inducerade
emk:n &r lika med tidsderivatan av flédet, dvs. —iw¢. Den maximala amplituden &r

1k7‘

woa®| Eol

max | — iwd| = wppa®| H| = =

S11.10

Med dipolerna separerade med vektorn d = \/2& + 2z, far vi foljande fjarrfalts-
amplitud i riktningen # = (& + 2)/+/2 (dir 6 = 7/4, vilket medfor sin§ = 1/+/2)

F = FO(Q, ¢)(efik;¢.o + efilm”*-d) — Eysin 9@ (1 + efik()\/(Q\/i)Jrz/\/i))
N——

absolutbelopp=|FEy|/v/2

Absolutbeloppet av detta maximeras tydligen da e *(/ @vV2)+2/v2) = 1 dvs. da

N (2v2) 4 z/v/2 = n), vilket ger
z:—%+n\/§)\, n=0,+1,42, ...

Det minsta positiva virdet for z erhalls for n = 1, dvs.

Zmin = (\/_—%) A

S11.11

Det enklaste ar att lata n; = ny = z. Da kommer ingen av dipolerna att strala
langs positiva och negativa z-axeln. Det gar nu att diskutera sig fram till vad xg
och « skall vara. Ett alternativ till detta &r att skriva upp fjarrfaltet fran de bada
dipolerna. Detta ges av

B(r) Eq (14 ei@e krosing) gip 96 ‘0 >0
r) = o
Ey (1 + e lagikzo s‘“‘)) sin (9'37, 06 x<0

dér @ &r vinkeln fran z-axeln och Ej &r en konstant. Vi ser att |E(r)| ges av

B(r)| = \%sin&cos(k‘vosm“a)\ x>0
|@sinecos(kx05m9 a)\ r<0
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Nu skall |E(r)| vara maximalt for 6 = 7/2 x > 0 och noll {6r § = /2 x < 0, vilket
ar uppfyllt om

o+ kxg
2

a — kxg
2

=0

s
2
Detta ger

o= —
2
T A

T T T

Kommentar: Det finns fler mojligheter, t.ex. « = —m/2 och zq = A\/4

S11.12

a) Jordplanets inverkan kan erséttas med speglade dipoler enligt figur.

1
I
1
1
I
1
1
I
L ; L
< =|= >
1
1
I
1
1
I
1
1
|

Vi kan se hela systemet av dipoler som en grupp av grupper: forst har vi tre
dipoler pa rad ovanfor varandra, och sedan en likadan grupp pa avstandet 2L
fast véind at andra hallet (svarar mot en fasskillnad 7). Vi sétter origo i den
mittersta dipolen till hoger, vilket ger fjarrfaltsamplituden

F(e) — F0(9>[efik%-(fd2) + efiki'-o + efikﬁ-dé][efikf'-o + efi(ﬂ-+kf'-(72L5c))]
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dir vektorn Fy(f) = FE,sinf@ ir fjarrfiltsamplituden fran en punktdipol,
vars amplitud &r Ey = iwpingk/4m. Skaldrprodukterna &ar 7 - 2 = cosf och
7 - = sinf. Detta ger

F(@) _ EO sin eé[eideOSH + 14+ efikdcosa][l . eik2Lsin9]
= E,sin 99[1 49 cos(kd COS 9>]eikLsin0[e—ikLsin9 o eikLsine]

= —FEysin 001 + 2 cos(kd cos 0)]e*F*™ 2 sin (kL sin )

k ~ . .
_ WZUO sin 001 + 2 cos(kd cos 0)]e'*-5m92i sin (kL sin 6)
7r

b) I z-riktningen &r 6 = 90°, varvid vi har fjarrfaltsamplituden
F(90°) = EB[1 + 2]e* 2isin kL

Storleken pa fjarrfiltsamplituden blir alltsa storst da |sinkL| = 1, dvs. kL =
/2 4+ nw. Det minsta avstandet L &r alltsa

_17T AT A
k2 212 4

Detta kan ocksa ses omedelbart fran speglingen, utan att man behover rikna
ut fjarrfaltsamplituden. I z-riktningen samverkar alla dipolerna om avstandet
mellan de tva grupperna ér en halv vaglangd.

S11.13

Jordplanets inverkan kan erséttas med en speglad dipol i 2 = —h med samma rikt-
ning som den 6vre. Den totala fjarrfiltsamplituden dr da (med Ey = iwpoinok/4m =
—wponok /47 enligt formelsamlingen)

F(0,¢) _ Fdipol(ea ¢) [e—ik'i'~h2 + e—ik:f“'(—h,%)] _ EO sin eé[e—ikhcosa + eikhcose]
— FE,sin 002 cos(kh cos 0)

Det elektriska faltet pa avstandet r > X\ ges av

eikr

E(r,0,0) = F(6,0)~

varfor styrkan pa det elektriska féltet &r

2|Eg| - |sin@| - | cos(kh cos 8

r



184

11 Antenner: svar och lésningar

S11.14

a)

b)

Tidsmedelviardet av stralningsvektorn ges av

1 1
P, = SE(r) x H'(r) = 2—%\13(7-)\%
Fjarrfaltet ges av

Lo ikr
E(r) = —Eaﬂpo sin @ . 0

och déarmed blir stralningsvektorn

1w
* T 2m 167202

w*p? sin? O

For att fa ett cirkuldrpolariserat falt som utbreder sig ldngs positiva z-axeln
krivs att dipolen &r riktad i y-led. Det leder ocksa genast till att falten langs
positiva och negativa y- och z-axlarna &r linjarpolariserade. Om vi placerar
dipolen i en punkt (xg,0,0) och later den ha momentet p, = pye '“g fis
foljande fjarrfalt lings positiva och negativa x-axlarna:

ikx
E(z,0,0) = By (% + gelomikeo) 550
T
e—ik:c o
E(z,0,0) = Ey (2 + geiatiko) x <0
x

diir Fy = pow? o/ (4m). Lings positiva x-axeln ir filtet cirkuldrpolariserat om
e-la-tkzo — j eller = —i. Liings negativa z-axeln dr det linjirpolariserat om
elatikro — 1 eller = —1. Vi kan da lata

a—kxrg=0

o+ k$0 = 7T/2

vilket ger @« = 7/4 och xy = A/8. Observera att det finns flera mojliga
16sningar.

S11.15

Lat 6 vara vinkeln mellan ortsvektorn och z-axeln.

a) Fjarrfaltsamplituden fran en dipol &r F = Fjsin «99, som &r noll for § =

0 (i z-riktningen) och maximal for § = 7/2 (i z-riktningen). Det onskade
stralningsdiagrammet ar noll i z-riktningen, varfér dipolerna maste vara sepa-
rerade med en halv vaglingd i z-led for att uppna detta. Symmetrin i diagram-
met ger att de maste befinna sig pa samma z-koordinat. En mojlig placering
ar r; = —A\/4@ och ry = \/4z.
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b) Fjarrfaltsamplituden fran tva dipoler i 7 och ry &r

2
F = Z e~k rn o gin 00 = E, sin gé(efiki"-(—/\/%) + efiki"-)\/zlj)

n=1
= Eysin00(c™/2® 4 o7IT20EY — 9B sin @ cos(m /27 - &)0
— 2F; sin 6 cos( /2 sin 0)0

dar vi utnyttjade 7 - & = sinf i omradet z > 0.

S11.16
r
Z A
spegelbild D
¥ = T >
d d P

Dipolens komplexa moment ges av p = pgn. Dipolen speglas i planet x = 0, enligt
den vénstra figuren. En dipol stralar mest i det plan som &r vinkelritt mot dipolmo-
mentet. I vart fall skall alltsa dipolen ligga i y-z-planet och vi kan lata n = 2. Den
speglade dipolen far dipolmomentet p = —pgn. Dipolen och dess spegelbild fungerar
nu som en array med tva dipolantenner, enligt den hogra figuren. Fjarrfiltet ges da
av

ikgr

. e! . . . . ~

E p()n()k:l) sin @ n (elk’odsm9 e ikod sin 9) 0
mr

ikor

= —ingwpoko sin O sin(kod sin 6) 7]

2mr
Fjarrfaltet &r maximalt for 0 = 7/2 da kod = 7/2 (+nm), dvs. d = \/4. Tidsuttryc-
ket for det elektriska filtet ges av E(r,t) = Re{E(r)e !} och alltsa fas

sin(wt — kor) »

E(r,t) = —nowpoko sin 0 sin <g sin 9) 7]

2rr

S11.17

a) E,. =0 eftersom vagen i fjarrzonen dr en transversell vag.
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b) I # riktningen, d.v.s. radiellt utat. Det &r i denna riktning effekten flodar.

c¢) Den avtar som r—2.

S11.18

A

a) p=260

t—kr) -
b) Regeln om hogersystem ger H = 1, '#x E och dirmed H = 1, 1E(6)_Cos(w r)

kr
c) Bada &r noll.
d) For 6= _
2
S11.19
a) p=0

cos(wt — kr) -

b) Regeln om hogersystem ger E = ngH X7 och ddrmed E = —noH (6) ? 0
T

c) Bada &r noll.

d) For 6= _
2

S11.20

a) d=—

DO | >~

A
lo)oz:E

c) d= A\

d) Lings positiva z—axeln 4r det komplexa fjarrfiltet proportionellt mot z~te**(1+

. Man skall vilja a = —kd = —2—7Té och diirmed o = ——

kd+01)) .
A4 2

el

S11.21

a) P/64. Narfiltet avtar som r=2 och effekten som r~5.

b) P/4. Fjarrfiltet avtar som r~! och effekten som r=2.
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S11.22

De bada antennerna skall vara riktade vinkelrdtt mot varandra och vinkelrdtt mot
det hall de skall séinda. Man kan lata bada vara pa samma avstand fran mottagaren
och deras strommar vara 90 grader ur fas. En annan variant ér att lata strommarna
ha samma fas men lata den ena antennen vara \/4 ndrmare mottagarantennen &n
den andra.

S11.23

a)Tlens.)\:%:cT.Svar:)\:3m.

2
b) Svar: E(z,t) = Eycos(kz — wt)(x + y), dar Ey = 10 V/m, k = g m~! och
w = 47 - 10® rad/s. Vagen ér linjirpolariserad.
c) Svar: E(z,t) = Eycos(kz —wt)y. Vagen ar linjarpolariserad.
d) Svar: E(z,t) = Fy(cos(kz —wt)& — sin(kz — wt)y). Vagen ar cirkularpolariserad.

e) Svar: Skivan skall placeras i planet z = —— = —75 centimeter. Da fas en staende

vag for z > —75 cm. Amplituden pa FE férdubblas vid antennerna. Strémmarna blir
dubbelt sa stora.



188 11 Antenner: svar och l6sningar




