Skriftlig tentamen i Elektromagnetisk faltteori
for 73 (ETEFO01) och F3 (EITF85)
Tid och plats: 30 oktober 2019, kl. 14.00-19.00, lokal: Vic:1-HELA.

Ansvarig larare under tentamen: Johan Lundgren.
Tillatna hjalpmedel: Formelsamling i elektromagnetisk faltteori samt kalkylator.

Betygsittning: Varje uppgift ger maximalt 10 poéng. Slutbetyget pa tentan ges
av heltalsdelen av (totalt antal poéng)/10, dock hogst 5.
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En koaxiell kondensator med innerledaren vid r. = a och ytterledaren vid r. = b
och langden L, har fyllts med ett dielektrikum med permittiviteten ¢, se figuren till
hoger. Dielektrikat tacker dock inte hela kondensatorns tvérsnitt, utan fyller bara
ut den andel av tvirsnittet som motsvarar vinkeln «, se figuren till véinster. Ovriga
omraden i kondensatorn ar luftfyllda, och L > b (randeffekter kan forsummas).

a) Bestdm kondensatorns kapacitans som funktion av vinkeln «!

b) Bestdm kondensatorns kapacitans for specialfallet nir o« = 7, ndr o = 0 samt
niar o = 27. Kommentera svaren!

En “railgun” ar ett experimentellt vapen som utvecklats inom den amerikanska flot-
tans forskningsavdelning. Railgun avfyrar en projektil med hjélp av strom som gar
igenom tva skenor (eng rail = ‘skena’) som skapar ett magnetfilt som med Lorentz-
kraften driver projektilen framat, se figuren.
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Till skillnad fran ett eldvapen, anvénds inget sprangmedel. Strommen gar genom den
ena av de tva skenorna, genom projektilen, och tillbaka genom den andra skenan.
Néar projektilen lamnar skenorna bryts strommen. Man har berdknat att en railgun
kan skjuta en projektil upp till 20 ganger ldngre &n en konventionell kanon.

Antag att en railgun bestar av tva parallella, horisontellt placerade ledare (cirkuldra
skenor med radie a), som for en konstant strom . Avstandet mellan skenornas centra
ar d. En fritt rorlig tunn stav (langd d) sluter kretsen och dr placerad mitt emellan
de cirkuldra skenorna (staven ror sig lings med en rédnna i mitten av varje skena),
se figuren ovan. Bestdm hur stor kraft F' staven utsatts for!

En tidsharmonisk volymstromtéthet J med vinkelfrekvensen w finns i en halvsfér,
vars geometri visas i figuren ovan. Sfirens radie &r a. Stromtéathetsvektorn ges av
J = Jycos(wt)(—x + y) dir Jy dr en konstant och frekvensen w dr sapass lag,
att statiska uttryck for vektorpotentialer och magnetfilt kan anvindas. Bestdm, pa
komplex form:

a) Laddningstiatheterna inuti halvsfiren och pa halvsfiarens randytor.
b) Vektorpotentialen A i origo.

Ledning: Pa komplex form kan stromtéthetsvektorn uttryckas som J = Jo(—2 + 4)
och tidsderivatan som d/dt — iw.

Halvrymden y > 0 avgriansas av en jordad Q
metallyta i xz-planet. Ovanfér metallytan har det
placerats en laddad cirkelbage, enligt figuren. Cir-
kelbagen befinner sig i xy-planet, har radien a och
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totalladdningen (). Laddningen &r fordelad Gver \¥)
bagléngden sa att p; o sing (@ < ¢ < ™ — @)
dir 0 < a < 7/2.




a) Bestdm det elektriska filtet lings z-axeln, pa ovansidan av metallytan, som funk-
tion av a.

b) For godtycklig riktning i xz-planet, bestdm det elektriska filtet pa stora avstand
fran origo (r > a) som funktion av a.

c) Vad hénder med svaren i (a) och (b) i specialfallet & = 07 Linjeladdningen
forutsatts fortfarande vara isolerad fran metallplanet, i detta fall.

Ledning: Dipolmomentet av en linjeladdningsfordelning kan i allmédnhet berdknas
som p = [, pi(r)rdl.
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I halvrymden z < 0 rader vakuum, medan halvrymden z > 0 bestar av ett oledande
dielektriskt material med en okénd relativ permittivitet €,5 > 1. Permeabiliteten &r
pr = 11 bada omraden. En planvag E(z,t) = Egcos(kz — wt)& sénds in fran
vanster och ger upphov till en reflekterad och transmitterad planvag. Bestdm e,
for materialet i omradet z > 0, utifran observationen att 75 % av tidsmedelvardet
av den infallande vagens effekt (S;,) transmitteras vidare in i omradet z > 0!
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En punktladdning ¢ ror sig med den konstanta hastigheten v = vz (v > 0) langs
z-axeln. Kring punkten a@ ligger det i xz-planet en cirkulér slinga med radien b,
resistansen R och forsumbar egeninduktans. Slingan ar liten, d.v.s. b < a. Bestdm
den i slingan utvecklade virmeenergin!

Ledningar: Om laddningen passerar origo vid tiden ¢ = 0, blir magnetféltet

_ po qu X (r —vt)

B(r,t) =
) = e —iP

Lamplig integral:
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Losningar till tentamen i EF for 73 och F3

Tid och plats: 30 oktober 2019, kl. 14.00-19.00, lokal: Vic:1-HELA.

Kursansvarig larare: Mariana Dalarsson.

Lo6sning problem 1

a) Kondensatorn kan ses som en parallellkoppling av tva kondensatorer, en helt
fylld med dielektrikum (C) och en helt fylld med luft (Cy). Totala kapacitansen &r
dérmed

C=0C+0Cy

dér kapacitanserna fas enligt

_ 2meee, L«
" n(b/a)  2n

_ 2meol 27—«
"~ In(b/a) 27

Cs

o _27r50L a+27r—04
7 In(b/a) o 21

] = Svar.

b) For det forsta ska vi inse att ndr o« = 7 #r halva kondensatorn fylld av die-
lektrikat. Nér o = 0 finns inget dielektrikum nagonstans, och nédr a = 27 ar hela
kondensatorn fylld med dielektrikat.

Svar:
P 11| 2meL 1 1
ol =m) =17y 13T 2| T e |72 2
2meoL
Gl =0 /)

som forvantat for en helt luftfylld cylindrisk kondensator, och

B 2meoe, L
~ In(b/a)

som forvéintat for en cylindrisk kondensator helt fylld med dielektrika.

Ctot (OZ = 27T)



Lo6sning problem 2
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a) Viinfor ett koordinatsystem sa att den ena skenan sammanfaller med z-axeln och
den andra ligger i yz-planet, d.v.s. skenorna parameterframstélls av zz och zz + dy.
Ett stromelement med lingden dy paverkas av kraften

dF = 1d¢ x B = Idg x B(y)

sa vi behover bara rikna fram B(y), som en superposition av B;(y) fran den ena
ledaren och Bs(y) fran den andra. Om ledarna vore odndligt langa, skulle vi latt
kunna fa via Amperes lag och hogerhandsregeln att

pol
on(d—y)"
Men sa ldtt ar det inte i detta fall, da bada ledarna inte dr oéndligt langa at bada
hallen, utan slutar vid punkten dér féltet rdknas (I = 0 bortom skenan). Mag-
netfiltet forblir riktat i —&-riktningen, men dess storlek maste rdknas med hjélp av
formeln for ett dndligt linjestromsegment. Filtet fran en sadan fas t.ex. av Griffiths

Exempel 5.5 (ekvation 5.37), som séiger

ol

Bi(y) = Prn Bs(y) =

- pol

B = —(sinfy —sinf
47rr(sm y —sin )
For 0 = —m/2 och 0y = +7/2 (se Griffiths figur) far vi det vanliga svaret for
1
en oandligt lang linjeledare, d.v.s. B = 'ui. Vinklarna kan betraktas som att linje-

o
laddningen ar “odndlig” at bada hallen om det radiella avstandet mellan faltpunkten
och linjestromsegmentet. For en halvodndlig linjestrom, blir ddremot 6, = 7/2 och
01 = 0. D.v.s. ledarna ar bara odndliga at ena hallet om skenan, vilket &r precis vad
vi har har. Da far vi
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vilket &r precis hélften av filtet fran en oédndligt lang linjestrém. Det gar dven att
resonera sig fram till detta resultat utan att anvinda Biot-Savarts lag, och det &r
genom att inse att p.g.a symmetrin bidrar en halvodndlig ledare med hélften sa
mycket filt/kraft som en ledare som dr oéndlig at bada hallen. Alltsa far vi
ol &
)

pol .
Bi(y)=—7—% , Ba(y) = TIn(d—y)
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Darmed blir

och

Slutligen far vi

I? d—a I? d
F = Ho zIn ~ Ho zIn — = Svar.
2T a 27 a

dér det sista steget fas om man antar att a < d.

Lo6sning problem 3

a) Kontinuitetsekvationen lyder

. d@ )
/SJ-ndS——E——le

dér S ar randen till volymen V' déar volymstromtétheten J finns. Gauss sats ger da

—iw/pdV:/J'ﬁdS:/V-JdV
1% S 1%

1
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sa att

Dérmed far vi i hela volymen, férutom pa randytan, rymdladdningstdtheten noll.
Vi vet nu att d&ven om volymladdningstidtheten p &r noll, sa for att det ska kunna
finnas en strom, maste laddningar finnas nagonstans. Da kan vi dra slutsatsen att
laddningarna maste finnas pa ytan och ha formen

1
/J-ﬁdS:——:—iw/deS = pg=—J- R
S dt S —1w

Om vi analyserar ytladdningstidtheten pa “bottenytan” dar n = 2z, far vi direkt
att den ar noll. Om vi istéllet kollar pa ytladdningstéitheten pa “kalottytan” med
n = 7, har vi

7 = sin 6 cos p& + sin @ sin py + cos Oz

Stromtéathetsvektorn ges pa komplex form av
J=J(—z+7y)

sa att

ps(r=a) = —f]—o(— sin 6 cos ¢ + sinfsin ) = Svar (a).
iw



b) Vektorpotentialen A i origo beréknas i sfiriska koordinater som

A(0) = @/ J gyt Jo(—& + )" dr'sin 0’ 40’ dy’
am Jy ‘O - 7'/’ A Jg r!
Det innebar att
J, a 2
A(0) = e (—& + ’f/)/ r'dr'2n = HoJoa (=& + y) = Svar (b).
47 0 1
Lo6sning problem 4
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Vi har att p; = posin ¢ samt att 0 < o < 7/2. Detta ger totalladdningen

Q= / Pio sin padp = ppa / sin (pdp

Q = ap(—cos )i~ = 2pacosa = p =
2a cos o

Dérmed far vi linjeladdningstétheten

_ Qsing

pl(go) "~ 2a.co8

Laddningstéitheten pa metallskivan kan enligt speglingsmetoden representeras av en
speglad halvcirkelformad linjeladdning, med den totala laddningen —@Q) (se figuren
ovan). Eftersom p; dr en udda funktion av ¢, ges den speglade linjeladdningstétheten

sin
av samma uttryck, d.v.s. p;(¢) = @sin g och
2a cos «
Q L Q R
speglad = d = _ — e d _ —
@spegiad 2cosa J_(r_q) sinpdip = {8 #} 2co8a J(z_q) sin fdf @
a) Det elektriska filtet blir da enligt Coulombs lag
1 p(r —r")dl Q /’TO‘ . ,zz —axcosy — aysin g
E = = / d /
(r) dreg / lr — /)3 8megacosa /,, e (22 + a?)3/2 ade
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De udda delarna i de tva integralerna tar ut varandra och endast de jamna delarna
bidrar, med lika mycket

QCL@ /W—a . ,
E(r)=— ) d
('l“) dreg COSO!(Z2 + a2)3/2 . sin” ¢ dg
_ Qay ¢ sin2)]" °
~ dmegeosaz? +a?)3/? | 2 4
Slutligen far vi
Qay T sin(2a)

E(r)=— T g '
(r) 4regcos a2 + a2)3/2 |2 a+ 9 var (a)

b) Konfigurationen har den totala laddningen noll, sa dess dipolmoment &r entydigt

Q T

2acosa J,,

p= /pl(r)rdﬁ =

sin pa(x cos ¢ + Y sin p)adp

Q -

2a cos «

sin pa (& cos ¢ + Y sin p)ady

~(r—a)

Aterigen tar de udda delarna ut varandra och de jimna delarna bidrar lika mycket.
Sa vi far

p= Qay /W_a sin? pdp = Qay [f_ sin(2<p)] e _ Quay [7‘1’ sin(Za)]

Ccos 2 4 cosa |2 2

Dipolbidraget forvintas dominera pa stora avstand r > a. I riktningen vinkelrét
mot dipolmomentet kan det elektriska filtet ddrmed berdknas som

E(r)

_ -p Qay T sin(2a)
 Amegr3 dmegcosard

5@ 5 ]:SVar(b).

c) For a = 0 far vi for svaren i (a) och (b)

Qay
E(r)= “Se0( 1 a2 = Delsvar (c).
E(r>a)= _San;yg = Delsvar (c).
0

Med z = r ser vi att resultatet fran (a) ndrmar sig resultatet fran (b) nér r > a,
som vantat.



Lo6sning problem 5

Fran randvillkoren foljer att transmissionen av elektriska féltet fran vanster till hoger
halvrymd ges av (se foreldsning 12)

2
Etr - 2
N+ M2

Ein

For tidsmedelvérdet av den transmitterade effekten, har vi (se foreldsning 12)

(Suly < (Bl A Bl Bl dnm o 36
' 2 (m+m2)? 202 (m+m)? 2m (p4m)2 T 4"
Vi har att n; dr kiind och lika med vagimpedansen i vakuum. Alltsa behéver vi bara
16sa for 7o
dmno 3 9 ) ) 5m )
=== 16mn =305 + 6 + 30 = 1n5 —2—n2+n; =0=
(1 + 12)? A 2 U mn2 Ui Ub) 3 M2 + 1

M1 25 om . 4m 3m
= — 4\ 2= 4+ — =
e A N T 1/3m

Dividerar vi bort m =1 = 1/ fo fran bada sidor far vi att
€0

1 3 9>1
- — :> 6’!’ =
€2 1/3 1/9<1
vilket med kravet att €, > 1 slutligen ger €, = 9 = Svar.

Lo6sning problem 6

v = vz och r = ax ger att magnetfiltet i slingans mittpunkt blir

_ foq vy

Blaz.0) = (@ veypn

Villkoret b < a ger att magnetiska flodet i positiv y-led genom slingan blir

B ugqbzva' 1  pogb’a 1

4 (a2+v2t2)3/2_ 402 ((a/v)? + t2)3/2

®(t) ~ wb*y - B(az, 1)

Den inducerade emk:n blir da
do(t)  pogb’a 3t

=% 22 ((a/v)? + 2)5/2

Den utvecklade effekten kan vi fa ur

2
&? 9 b? t2
Pt) = €1 =~ (mqa>.

R 16R\ 2 ((a/v)? + 12)5



vilket slutligen ger oss den utvecklade varmeenergin

2
o0 9 [ pogh*a o t?
W = P(t)dt = — 2 s dt =
/_OO (®) 16R ( v? /0 ((a/v)? 4+ t2)°

9 [ pogh?a ’ o 45w paq*bto?
256

= Svar.

B8R\ 02 (a/v)T 2048 Rab



