Losningar till uppgifter i magnetostatik 2019-10-10

Uppgift 1
(a)

1. Vi berdknar den magnetiska flddestdtheten B med Amperes lag. Av symmetriskél har
faltet formen B(r) = B(r.)¢. Ampéres lag tillimpad pa centrerad kurva med radie
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vilket ger

pol

B(r) = oy ¢, a<r,<b=Delsvar (a).

For ovrigt ar falten noll.

2. Det magnetiska flédet genom en ldngdsektion (ldngd [) av kabeln blir
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vilket ger sjalvinduktansen L per langdenhet
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L= 7= %ln (a) = Delsvar (a).

3. Som kontroll kan vi rdkna ut den upplagrade magnetiska energin per langdenhet. Den
upplagrade energin per ldngdenhet i koaxialkabeln &ar (V' &r volymen i omradet mellan
ledarna pa en langd [, dv = r.dr.d¢dz)
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vilket vid jamférelse med uttrycket Wy, = LI?/2 ger
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(b) Vi anvénder sambandet Wy, = §LI 2 for att bestdimma L. Skillnaden mot uppgift (a) ar
att det nu finns upplagrad energi dven i innerledaren. Eftersom strommen &r jamnt fordelad
over tvirsnittet ger Ampeéres lag foljande magnetfilt i innerledaren
Ir. -
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Den magnetiska energin per langdenhet i innerledaren ar
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Mellan ledarna &r energin densamma som i uppgift (a). Det ger totala magnetiska energin
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Dérmed fas sjalvinduktansen
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Uppgift 2
(a) Den tredimensionella kontinuitetsekvationen lyder
dQ
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Vi har dock en ytstromtathet Jg och inte en volymstromtathet J. Kontinuitetsekvationens
motsvarighet i tva dimensioner blir da
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dar C' ar randen till metallskivan och n¢ nu dr normalen till randen i varje punkt pa randen.
Den tvadimensionella motsvarigheten till Gauss sats ger da
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Dérmed far vi pa hela skivan, férutom pa randen, ytladdningstétheten 0. Vi vet nu att, for
den tredimensionella kontinuitetsekvationen, géller att dven om volymladdningstatheten p
ar noll, sa for att det ska kunna finnas en strom, maste laddningar finnas nagonstans. I det
tredimensionella fallet, kan vi dra slutsatsen att laddningarna maste finnas pa ytan och ha
formen

sa att

dt

I det tvadimensionella fallet, som vi har hér, betyder det att det maste finnas laddningstét-
heter (linjeladdningar) pa randen till ytan dér Jg &r beldgen. Om vi analyserar linjeladd-
ningstéitheten pa randen C|, far vi fran den tvadimensionella kontinuitetsekvationen

d 1
/J-ﬁdsz—ﬁz—iw/psds = ps=—J n
S S

f JS ’fl,cdc = —in = —iw% pLdO
C C

vilket ger
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pa olika segment av randen. Normalen till den cirkuléra delen av randen med radien b, &r
T = COS YT + sin gy
Stromtathetsvektorn ges i komplex form av
Js = Jso(— +9)
sa att Jg - ne blir
Js -ne = Jso(—& + Y)(cos p& + sin py) = Jgo(— cos ¢ + sin p)

Dérmed é&r linjeladdningtatheten

pr(r =0b) = _@(— cos p + sin p) = Delsvar (a)
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Normalen pa den cirkulédra delen av randen med radien a &ar
—7 = — COS & — sin Yy
och linjeladdningstédtheten dér blir

Jso

pr(r =a) = —(—cos p + sin p) = Delsvar (a)
iw
Pa randsegmentet med ¢ = 0, har vi ng = —y och linjeladdningstédtheten
J L . J
pr(e =0) = _i—zo(_a: +9)(—y) = iiwo = Delsvar (a)

P4 randsegmentet med ¢ = 37 /2, har vi ng = & och linjeladdningstétheten

pulp = 37/2) = =22+ §)(8) = — 22

= Delsvar (a)
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(b) Vi soker det elektriska filtet i origo. Vektorpotentialen A i origo beréknas i cylindriska

koordinater som 7 ' do!
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Det inducerade elektriska faltet blir da

E(0) = —iwA(0) = — M0 g (b~ a)
Infor vi Jg = Jgo(—& + @), blir filtet i origo
3
E(0) = - M;MO Jso(b—a)(—x + g) = Svar (b).



Uppgift 3

Pa hojden z fas vid spolen att dipolen ger vektorpotentialen
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Det magnetiska flodet passerar AN = Edz varv vid héjden z. Detta ger
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Emk:n, i strommens definitionsriktning blir da
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Slutligen fas da strommen som

N h
= }% _ “0277; o h2)3/2wb cos(wt) , h = hg+ bsin(wt) = Svar.

Uppgift 4

(a) Det ses av symmetrin att B &r riktad i ¢-led. Ampéres lag ger (se figur, a = r,)
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(b) Flodet genom jarnkdrnans tvérsnitt blir

b NIh [bd NIh_ b
@:h/ B,(r.)dr. = L/ Te _ HOIT0 1 2 — Svar (b) .
a a a

2 Te 2

4



(c¢) Anvéind att normalkomponenten av B ar kontinuerlig medan normalkomponenten av H
L N : B By(r) . . : B By(rc)
inte ar det. I jarnkérnan blir H = = @ och i luftgapet blir H = — =

. Hokr Hofbr Ho Ho
Ampeéres lag ger, for ett varv runt cirkeln med radien 7,
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Uppenbarligen &r svaren i (a) och (c¢) lika med varandra ndr 6 — 0, som véntat.

B(r.) =

@ = Svar (c) .

Uppgift 5
(a) Elektriska och magnetiska filtet for en plan vag ar relaterade till varandra enligt
H=1'kx E
Vi ser fran uttrycket for E att k = 2 for den ena delvagen och k = & for den andra. Dirmed
fas g
H(z,t) = = (sin(wt — k2)§ — sin(wt — kz)§) = Delsvar (a).

To

dér ny ar vagimpedansen for vakuum. Vi ser att magnetfiltet &r noll i alla plan

r=z+2nw/k

Eftersom k = Tﬁ, fas
T =2z+nA

déar n ar ett godtyckligt heltal = Delsvar (a).
(b) Tidsmedelvérdet av stralningsvektorn ges av

S = %Re{E x H*}
dar E och H ar de komplexa falten
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Dérmed blir
E? . E?
S = 2Re{(1 —e*=z 4 (1 — * =2z} = 2 (1 — cos(k(z — z))) (& + 2) = Delsvar (b).

2no 210

Vi ser att S =01ialla plan x = z + 2nw/k. Vi ser ocksa att S antar sitt maximala vérde
S = ( + ) i alla plan dér © = 2z + (2n + 1)7/k = Delsvar (b).



