Losningar till seminarieuppgifter 2019-09-25

Uppgift 1
Linjeladdningstatheten p; = pio (o1 o< ¢ enligt uppgiften) ger den totala laddningen
T 2 20
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Dérmed far vi linjeladdningstétheten
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pup) = P}

Laddningstatheten pa metallskivan kan enligt speglingsmetoden representeras av en speglad
halvcirkelformad linjeladdning, med den totala laddningen —(@). Se figur.
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Eftersom p; &r en udda funktion av ¢, ges den speglade linjeladdningstdtheten av samma
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(a) Det elektriska filtet blir da enligt Coulombs lag
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Endast den jimna delen av integranden bidrar, varfor

Qa/y /ﬂ— !/ _: / /
E(r) = — 2. d
(r) 2m3en(22 + a?)?27 ), v sy dy
=— (ay [sing’ — ¢ cos¢'|§ = — Qa Y
6o (22 + a2)3/2 0 m2e0(22 + a2)3/2
Pa metallskivans yta har vi
ps(x=0,z)=em-E=¢y-E=— Qa = Svar (a).
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(b) Konfigurationen har den totala laddningen noll, sa dess dipolmoment &r entydigt
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Dipolbidraget forvintas dominera pa stora avstand r > a. [ riktningen vinkelrét mot dipol-
momentet kan det elektriska filtet beriknas som
—p Qa_ .
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och ytladdningstéatheten blir slutligen

A Qa
ps =€y - E = i Svar (b).

Med z = r ser vi att resultatet fran (a) narmar sig resultatet fran (b) nir r > a, som véntat.

Uppgift 2

Det gar att 16sa uppgiften pa tva sitt. Antingen utgar man ifran energiformeln som in-
begriper potentialen och laddningsférdelningen, eller sa utgar man ifran energiformeln dar
man integrerar upp den elektriska energitdtheten over hela rymden. Bada 16sningsforslag
presenteras nedan:

Alternativ 1:
Gauss lag ger for r > 3a (utanfor hela konfigurationen):
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Potentialen pa den yttre sfaren blir

3, ST€oQ

VBa)=— [ E-di=—"%

3a TEQ

r

bl

Nér den yttre sfaren jordas, minskar potentialen pa den inre sfiren med V'(3a). Detta da inuti
ett sfariskt metallskal, skapas en konstant potential med samma virde som pa ytan. Denna
laggs till potentialen fran det inre skalet (superposition!). Energiskillnaden, som omvandlas
till varme, blir ddrmed:
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Alternativ 2:

Ett homogent laddat metallskal ger inget inre filt. Saledes ger sfirerna inte nagra resul-
terande krafter pa varandra. Utan att behova utfora nagot extra arbete, kan vi centrera
sfarerna och berdkna energin for det fallet! Gauss lag ger:
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och integrera ¢ver allt rum dér E finns
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Wesre = W1 + Wy édr den totala energin innan det yttre skalet jordades. Efter att det yttre
skalet jordats, finns det inte lingre nagot w,. utanfor sfaren, sa Weger = Wi. Om vi bildar
Wisre — Wester igen, far vi slutligen:
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Uppgift 3
a)

1. Sant. Vi kan pasta lite mer, ndmligen att det elektriska fdltet overallt &r riktat ra-
diellt utat och beror endast av r, E = FE(r)r. Det innebér ocksa att potentialen
V(r) endast beror av r. Vi kan kontrollera att E(r) = E(r)r och V(r) satisfierar
alla randvillkor. Randvillkoren &r: 1. Potentialen dr konstant pa varje metallyta. 2.
Tangentialkomponenten av E dr kontinuerlig i gransytan mellan dielektrikumet och
vakuum. 3. Normalkomponenten av D &r kontinuerlig vid gransytan mellan dielekt-
rikumet och vakuum. Det dr klart att 1 och 2 &r uppfyllda. 3 ar uppfylld pga av att
normalkomponenten av E och darmed av D &r noll vid gransytan.

2. Falskt. D = o F i vakuumdelarna och D = ¢g¢e, E i dielektrikumet.
3. Sant. Foljer av analysen for 1.

4. Sant. Det yttersta skalet dr jordat. Darmed ar E = 0 utanfor detta. Gauss lag séger
da att totalladdningen for systemet ar noll. Det mittersta skalet och dielektrikumet
har noll totalladdning. Da maste det innersta och yttersta skalen ha samma laddning
men med motsatt tecken.



5. Sant. E beror bara av r och da beror D endast av r mellan det mittersta och yttersta
skalet. Ytladdningen pa utsidan av mellanskalet dr da konstant.

6. Falskt. E beror bara av r. Eftersom den fria ytladdningstidtheten ges av pg = - D och
D = ¢yFE i vakuumdelen och D = ¢y, E vid dielektrikat &r den fria ytladdningstéat-
heten ¢, ganger storre vid dielektrikat &n i vakuumdelen.

7. Falskt. Pa insidan ar V konstant, E = 0 och ddrmed @, = 0.
8. Sant. Det mellersta skalet dr oladdat och da maste laddningarna ta ut varandra.

9. Falskt. @y = 0 enligt 4.

b) Vi bestdmmer forst kapacitansen mellan tva sfirer med konstant e, mellan sig. Dérefter
fas totala kapacitansen genom serie- och parallellkoplingar.

Antag tva koncentriska sfiriska metallskal med radie a respektive b > a. Mellan sfarerna
finns ett material med permittivitet ¢,. Lat nu den inre sfiren ha laddningen () och den

yttre —@Q). Sfirisk symmetri ger D = D(r). Gauss lag ger da D(r) = 4Q

fo" mellan skalen.
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Det ger E(r) = ————7 mellan skalen. Spinningen mellan skalen &r
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Kapacitansen dr diarmed

C = g = 4%505%[)_—&& (1)

Vi kan se denna kondensator som tva parallellkoppplade kondensatorer dir var och en av
dessa utgors av tva halvsfiriska skal. Kapacitansen for tva parallellkopplade kondensatorer
ar summan av deras kapacitanser. Darmed ar kapacitansen for en kondensator bestaende

av tva halvsfiriska skal
ab
Chaly = Qﬂgogrm (2)

Totala kapacitansen C' for vart system ges av en seriekoppling av den yttre och inre kon-
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densatorn — =
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Cinre ar kapacitansen mellan » = a och r = 2a. Vi utnyttjar att Ci,. kan ses som tva
parallellkopplade kapacitanser. Enligt (1) och (2) giller

dar Cyire 8r kapacitansen mellan r = 2a och r = 3a och

Cyttre = 247’(’80&
Cinre = 4meo(1 +€,)a

Det ger
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Uppgift 4

Eftersom polarisationen avtar med avstandet fran z-axeln, antar vi att plattan kan approx-
imeras som oo stor. Plattans elektriska falt berdknas fran de bundna laddningstitheterna:

Py = -V.P= 07
pps = P - (—7.) = —Fy pa ytan inuti halet och
pps = P - (£2) = 0 pa ovan- och undersidan.
Den korta staven har dipolmomentet (se ledningen till uppgift 1)
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Kraften pa den korta staven beridknas som F = (p-V)E =

z-axeln. Med r = 22, v’ = 2'2 + ar., dS" = d2'(ady’) far vi genom Coulombs lag att

—ar.+ (2 — )z Fya /h (2 —7) /
d d¢'(—By) - d
4mm/ Z/‘“@ PR P e el N e e

dar 7.-delen av integralen férsvunnit da vi integrerar 6ver en hel period. Variabelbyte ger:
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dar vi i sista steget anvint oss av analysens huvudsats. Slutligen fas kraften pa den korta

staven som:
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Uppgift 5
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a) Anvind Ampéres lag. Ligg z—axeln ldngs de raka ledarna och lat den peka uppat.
Problemet ar axialsymmetriskt och det ar i princip da man anvinder Ampéres lag. Det
ger H(r) = H(r.)¢ i varje plan z =konstant. Ligg en cirkel med radien 7, runt z—axeln.
Ampéres lag ger

B(re)2mre = pg - strom genom cirkeln

Strommen genom cirkeln &r noll om cirkeln ar innanfér cylindern och —I om cirkeln ar
utanfor. Det ger
0 innanfor cylindern

B(r) = I -
(r) _ fo ¢ utanfor cylindern
277,

b) Anvind Biot-Savarts lag. Lat slingan ligga i planet z = 0 av symmetriskél &r flodes-
tatheten riktad i positiv z—led. De fyra raka ledarna ger samma bidrag till B(0). For den

undre ledaren fas
. /10]% de’ x (O—’f'/)
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B1(0) = 4w '3

Vi anvénder 2’ som parameter. Den gar fran —a/2 till a/2. Det géller att
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Det ger
a/2

pol a/2 /5
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Integralen finns i formelsamlingen. Slutsvaret blir
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B(0) = 4B,(0) =

¢) Anvind Ampéres lag. Vardera ledaren ger

Bl('r) =
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dir man lagt en z—axel lings ledarens symmetriaxeln och med 2z i strommens riktning.
Lagger vi ett koordinatsystem enligt figur far vi
pol .
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i bada ledarna.



