Forelasning 8

7.1 1 Griffiths

Ohms lag (Kap. 7.1)

Vi har stiftat bekantskap med Ohms lag tidigare i kursen. Den dr ocksa kind pa
formen V = RI fran kretsteorin, diar R ar resistans. Nu ska vi visa hur man anvinder
Ohms lag for att kunna bestdmma resistanser. T allménhet géller:

J=of

dér o ar konduktiviteten (enhet 1/(2m)=S/m) och F &r kraften per enhetsladdning
som behovs att knuffa igang strommen J. Men kraft per enhetsladdning ar elek-
triskt félt, sa da far vi foljande samband mellan stromtéatheten J och den elektriska
faltstyrkan E &dr enligt Ohms lag

J=0F

For metaller ir o av storleksordningen 107 S/m. Fér saltvatten ir o ~ 4 S/m.
For goda isolatorer dr o av storleksordningen 107" S/m. 1/c kallas materialets
resistivitet [2m)]

Ansluter vi tva elektroder till ett ledande objekt och lagger en spanning V' mellan
elektroderna, kommer det att flyta en strém [ mellan elektroderna. Resistansen
mellan elektroderna definieras da som

R=V/I

Bestdmning av resistansen for rak ledare (Ex. 7.1 i Griffiths)

Antag en rak solid ledare med lingd L, tvérsnittsyta A och konduktivitet o. Driv
en strom [ genom ledaren och bestdm spanningen Vf over ledaren.
Eftersom strémmen ar jimnt fordelad 6ver tvirsnittsytan fas stromtatheten
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Det elektriska filtet ges av E = J/o. Déarmed fas spanningen
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Bestadmning av resistansen mellan tva sfiariska metallskal

Antag tva tunna koncentriska metallskal (d.v.s. med gemensamt centrum) med
radierna a och 2a. Omradet mellan metallskalen ar fyllda med ett ledande material
med konduktiviteten o, som antas vara betydligt mindre &n metallskalens konduk-
tivitet. Bestdm resistansen R mellan skalen.

Vi kan 16sa problemet pa ett antal olika sétt.

Metod 1: Antag en spanning Vj pa inre skalet och potentialen 0 pa yttre skalet.
Mellan skalen giller Laplace ekvation V2V (r) = 0. Eftersom vi inte har nagor 6-
eller ¢-beroende giller i sfariska koordinater
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rzarr o =0, daa<r<2a

Genom att integrera ekvationen tva ganger fas 16sningen
a
V(?“) = —; + ﬂ

Randvillkoren ger a = —2alj och 8 = —Vj. Elektriska filtet ges av

_8V(r)7q B 2aV0rfo
or 2

E=-VV(r)=

Lat S vara en sfar med radien r, a < r < 2a. Strémmen mellan skalen ges av
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Resistansen blir
R = Vo _

I  8noa

Metod 2: Antag en strém I mellan skalen. Stromtidtheten mellan sfarerna ges av
J = I/(4nr?)r. Det elektriska filtet ges av E = J/o. Spéinningen mellan skalen
fas av

2a
VOZ/ E - rdr=1/(8mca)

Resistansen blir R =V, /I = 1/(8noa).
Metod 3: Dela in omradet mellan metallskalen i ett stort antal sfiriska skal med
tjocklek Ar. Enligt formeln for resistansen for en rak ledare ges resistansen for ett

skal av ) |
AR=—Ar=——Ar
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Seriekoppling av alla resistanserna ger da Ar — 0
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Effektutveckling (Kap. 7.1.1)

Antag att det finns N laddningsbérare/v.e., som har hastighet v och laddning g¢.
Arbetet som ett elektriskt filt E utfor pa varje laddningsbiarare vid en forflyttning
Al = vAt ar
AW =qFE - Al =qFE - vAt
Effekten blir
AW

Pp-2" _E.
Ar 1Y

Totalt i volymen V far vi effektutvecklingen P

P:/V//qE-dev:/V/ E-Jdv

Detta motsvarar féljande relation i elkretsen

P=VI=1I°R

Faradays lag (Kap. 7.2.1)

Vi tar induktion i en liten annan ordning &n Griffiths. Griffiths skiljer pa det han
kallar for "motional emk" och "induced emk". Efter en langre diskussion kommer
han fram till att dessa dr desamma. Vi tar en liten genvig och boérjar med att
postulera induktionslagen pa differentiell form

_0B(r,t)

VXE(T,t): T

Lagen dr en av Maxwells ekvationer, den upptéicktes av Michael Faraday 1831 och
kallas ocksa Faradays lag. Den séger att nér ett magnetfilt varierar i tiden induceras
ett elektriskt falt. Stoppar vi in en metallslinga i ett sadant magnetfilt kommer det
inducerade elektriska féltet att ge upphov till en strom i slingan.

Nar falten varierar i tiden ar det elektriska féltet inte langre konservativt. Det
gor att mycket av det vi anvinde i elektrostatiken inte langre fungerar. I elektro-
statiken kunde vi skriva elektriska filtet som minus gradienten av den elektriska
potentialen. Det giller inte ldngre! Det betyder att tangentlinjeintegralen av E
mellan tva punkter beror pa valet av integrationsvig.

Trots detta kan vi infora en elektrisk potential V. Vi utnyttjar att V- B = 0 och
att B da kan skrivas

B=VxA (0.1)

dér A dr den magnetiska vektorpotentialen, se magnetostatiken. Relationen (0.1)
giller alltid! Satter vi in (0.1) i Faradays lag far vi

0A
VX(E—FE)—O



0A
Det betyder att E + — &r ett konservativt filt och darmed kan skrivas som gra-

dienten av en skalir potential:

0A
E—i-a——vv
0A

Ovanstaende kallas ofta for "Lorenz gauge" eller Lorenzvillkoret.

Elektromotorisk kraft (Kap. 7.1.2)

Den elektromotoriska kraften £ for en sluten slinga C definieras av
5:7{(E+vx3).de
c

O.B.S. att £ har dimensionen V (som spénning) fast den kallas kraft. Man kan se
relationen ovan som kraften per enhetsladdning som behdvs for att driva en strom
i en slinga C oavsett orsak (rorelse genom magnetfilt, tidsforanderligt magnetfilt
0.s.v). Hastigheten v(r) &r slingans hastighet i en punkt = pa slingan.

Om slingan star stilla &r v = 0. Stokes sats och induktionslagen ger i sa fall

B )
5:%E-d£:/(VxE)-ﬁdS:—/a—-ﬁdS:—d—(t),
c s g Ot dt

dér ®(t) ar det tidsfordnderliga magnetiska flodet genom C. Riktningen pa n &r
relaterad till omloppsriktningen pa C via skruvregeln.
Det visar sig att &dven nér slingan ror sig med en hastighet v(r), géller
do(t
)
dt
se Griffiths.
Hur tolkas £7 Vi har tva viktiga fall dér tolkningen &r relativt rattfram. Det foérsta
fallet ar att C gar lings en sluten stillastaende (v = 0) ledande slinga i vilken det
kan flyta en strom, se vinstra delen av figuren nedan.
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Ledaren har en liten tvérsnittsyta A(r) (OBS! Ej att forvixla med vektorpoten-
tialen A!) och en konduktivitetet o(r) som kan variera lings C. Strémmen I maste
vara densamma runt hela slingan (Kirchhoffs stromlag) och eftersom A(r) ar liten

I
och J éar riktad i tangentens riktning géller J - d€ ~ 1 d¢. Ohms lag ger nu

8:7£E-d£:féa<lr)J(r)-d£:Iémdézl%l

dar R &r slingans resistans. £ fungerar uppenbarligen som en spanningskilla med
spanning & i en sluten krets. Trots att bade £ och R ar utbredda kan man alltid
rita in £ som en spanningskilla och R som en resistans i den ekvivalenta kretsen,
se den hogra delen av figuren. Polariteten pa killan skall vara sadan att den driver
strommen i C:s omloppsriktning.

I det andra fallet ar slingan nistan sluten, men det finns ett litet luftgap 6 mellan
de tva dndarna, se den vénstra figuren nedan.

+V .
A B +V_

@B

=
5

Da géller
5=]{E-de: E-dt+ [ E-ae 0.2)
c C Ca
dar C; ar den del av C som gar lings ledaren och Cy dr den del som utgdr gapet.
Gapet gor att det inte gar nagon strom i slingan' Det innebir att J = 0 och dirmed
ar d&ven E = 0 i ledaren langs C;. Den inducerade emk:n reduceras till

&= E-d¢
Co
. , . 0A . .
Vi anviander nu relationen £ = —VV——t. Den f6rsta termen —VV har laddningar

som sin kélla, och eftersom laddningarna ansamlas vid &ndarna, dr denna term stor
i gapet. Den andra termen &r nagorlunda jimnt fordelad 6ver C, eftersom den bara
ar relaterad till magnetfiltets variation i tiden. Den kan darfor anses vara férsumbar
i integralen 6ver Cy. Det ger

Ex —/ VV(r)-d€ =V — Vg = Spédnningen mellan A och B (0.3)
Ca

Vi antar att kapacitansen mellan dndarna #r férsumbar.



Ett annat sitt att far fram detta dr att tédnka sig gapet som en oandlig resistans i
kretsschemat ovan. Kirchhoffs spinningslag ger da att V = & och vi far kretsmod-
ellen i den hogra figuren nedan. Notera att det ar viktigt att A och B och dérmed
+ och — sitter pa ratt stille i gapet.

Man kan visa att relationerna (0.2) och (0.3) dven géller nér slingorna ror sig eller
andrar form.

Exempel

I den morka partiet finns en konstant magnetisk flodestithet B riktad vinkelrétt
in mot pappret. Slingan har resistansen R och ror sig at hoger med hastigheten v.
Avstandet x anger hur stor del av slingan som befinner i magnetfiltet.
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B=0
sluten slinga

R =
+
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Magnetiska flodet genom slingan &r:
O(t) = / B -n dS = Bhx = Bh(xo — vt)

dar n ar riktad in mot pappret, h ar slingans hdjd och zy ar virdet av x vid ¢t = 0.
Den inducerade emk:n i slingan blir:

£ = __dcb(t) = Bhv.
dt

Det ger strémmen
_ Bhv
R

riktad i pilens riktning (riktningen av forflyttningen av slingan, v).

I

Lentz lag

Lentz lag sager att den inducerade emk:n vill driva en strom i en sadan riktning att
den motverkar fordndringen av flédet genom slingan.

Vi ser i exemplet ovan att flodet & minskar med 6kande ¢. Strémmen [ skall da
vara riktad sa att den vill 6ka flodet. Det stdmmer, eftersom I blev positiv.



