Forelasning 12

9.1-9.3.2 i Griffiths

Tidsharmoniska filt, komplexa filt (Kap. 9.1.2)

Tidsharmoniska filt (d.v.s. filt som varierar sinus- eller cosinusformigt i tiden) har
manga tillimpningsomraden inom de tekniska vetenskaperna. Variationen i tiden
sker enligt

cos(wt — )

dir w = 2 f = vinkelfrekvensen, f frekvensen och « &r en fasfaktor.
Det visar sig vara praktiskt att arbeta med komplexa storheter och sedan ta re-
aldelen for att fa de fysikaliska storheterna (jamfoér motsvarande grepp i kretsteorin):

E(r,t) =Re{E(r)e '}

dér E(r) ar en komplex vektor (d.v.s. har komplexvirda komponenter).

Kommentar: I elektroniken anvinds ofta tidskonventionen e/“!, medan man inom

fysiken anvinder konventionen e !, Notera att Griffiths har med faktorn e~ i sin

definition av de komplexa falten.

Plana vagor (Kap. 9.2.2)

Vagekvationen fran tidigare (kéllfritt omrade)

O*E(r,t)

gz 0

V2E(r,t) —eu

Tidsharmoniska falt % — —iw.
V2E(r) + euw’E(r) =0
Infér materialets vagtal k = w,/ej1 = w/c
V?E(r)+ K*E(r) =0 (%)

vilket d4r Helmholtz vektorvirda ekvation. Materialets brytningsindex n = /e, 1,
eller k = wn/cy = kon.
En viktig klass av 16sningar till Maxwells ekvationer (Helmholts ekvation) ar de

plana vagorna.
E(r) = Ege™"

diar E, ar en fix (komplex) vektor och k &r vagens vagvektor. Undersok vilka
villkor som vagvektorn maste uppfylla for att vara en 16sning till (x).
Inséttning i (%) ger V2 — —k - k eftersom V — ik:

(—k-k+E)Ew*" =0



Villkor pa vagvektorn k:
k-k=k = k=kk
Villkor pa fialtvektorn FE,: Gauss lag V- D = 0 ger
V- (E)=0 = V-E=0 = ik-Ex*" =0 = k-E;=0

Vagorna dr transversella E | k.
Losningarna

E(r,t) = Re {E¢e* e 7'} = Re {Eoei(k'r_“t)}
kallas plana vagor eftersom for fix tid ¢ har alla punkter som satisfierar
k - r = konstant, d.v.s. ett plan

samma elektriska filt E(r,¢). Normalen till planet fir k, och vagen utbreder sig i
k:s riktning, d.v.s. i vagvektorns riktning.

Plan som ar separerade i rummet med ett inboérdes avstand A diar k\ = 27 har
samma falt.

E(r + \k,t) = Re {Egei(k'(’”“\f“)_“’t)} — E(r,1)

eftersom

elk:-/\k — ik 27i -1

Avstandet \ kallas vAgens vagliangd. Vi har ocksa

w w 27 w2r W

/ 27’ S / om k kC

Motsvarande falt for det magnetiska faltet H fas ur Faradays lag
iwpH =V x FE

vilket ger

1 1 : 1 . 1 1.
H=—VXxE=_—"—Vx(Ege*")=—ik x (Eee®")=—kxE=-kxE
1 [ 1w 1w W n

ty

k W/EM 1

wp wi \/u/&‘i??

dér n = y/p/e dr materialets vigimpedans (enhet ). I vakuum 7y = \/po/c0 =
120w Q2 ~ 3772. En konsekvens av detta ér att {E, H,k} dr ett hoger-orienterat
system.

H



Kommentar: [ fysiken anvinder man oftare sambandet mellan E och B. Dess-
utom dr det vanligare att anvinda brytningsindex n och vaghastigheten ¢ 4n vagimpedansen
1. Sambandet mellan E och B ges av

Exempel: Om k = % och vagen ir riktad (polariserad) i z—led fas
E(r)= & FEye %k

Motsvarande magnetfilt ges av

Transformation till tidsplanet ger

E(r,t) = Re {E(r)e '} = @F, cos(wt + ¢ — k=)

1
H(r,t) = y—Eycos(wt + ¢ — kz)

3

Poyntings vektor

Tidsmedelvirdet av en kvadratisk tidsharmonisk storhet ar'

<8(t)> =<E(t) x H(t)>= %Re{E x H'} = %Re{E X (w_luk X E)}

1 1 1 1 ~
=—-Res —k(E-E))— —E"(k-E) k| E|* = k\E\z
2 Wit ‘_TE'Z“ Wit ‘\_6" 2w,u 2n

Reflektion och transmission mot halvrymd (Kap. 9.3.2)

Typiskt sett har vi inte samma material i hela rymden. Istdllet maste vi behandla
vad som hénder med en vag nir det passerar genom grinsytan mellan tva material,
och anpassa losningen till randvillkoren. Vid bestdmning av reflektion och trans-
mission mot en halvrymd foljer man foljande steg:

!Tidsmedelviirdet av produkten av tva tidsharmoniska filt fi(t) och fo(t) fas litt genom att
bilda medelvirdet Gver en period T = 27 /w.

<hult /f1 Valt) :—/ Re { f1(w)e ™"} Re { fa(w)e !} dt

|| AR R 4 L@@ + R @h) @
= L A@E W+ F @A) = 1 Re () ()



1. Infor vagimpedanserna och vagtalen fér de bada halvrymderna

2. Skriv upp de elektriska och magnetiska féalten for den infallande, reflekterade
och transmitterade vagen

3. Anvénd randvillkoren att tangentialkomponenterna av de elektriska och mag-
netiska falten dr kontinuerliga

4. Detta ger ett ekvationssystem med tva ekvationer och tva obekanta (reflektions-
och tranmsissionskoefficienten), som 14tt 16ses.

Halvrymderna

Den vénstra halvrymden, z < 0, har relativa permittiviteten €,; och relativa perme-
abiliteten p,1. Motsvarande vagimpedans och vagtal ges av

Holr1 Hr1
= \/ = To
€0r1 €r1

w
k= = C— Hr1€r1

0

ol&

dar ¢y ar ljushastigheten i vakuum. Den hogra halvrymden, z > 0, har relativa
permittiviteten och permeabilteten €, respektive 0. Vagimpedansen och vagtalet
for den hogra halvrymden ges av

[ o Hr2 M2
€o€r2 Er2

w
ko = = c_ Hr2€r2

0

ol&

Falten i vinstra halvrymden

De komplexa elektriska falten i den vinstra halvrymden ar

E\(2) = Eie** + Ee 07



Den forsta termen modellerar den infallande vagen och den andra den reflekterade
vagen. Den komplexa amplituden FE; adr kind medan den andra FE, &r okind och
sOkes. Motsvarande magnetfilt ges av regeln om hégersystem

1 . 1 )
Hi(z) = —zx EéM* — —3 x B e M?
M T

Filten i hogra halvrymden
Det komplexa elektriska faltet i den hogra halvrymden ar
Ey(2) = Ee**

som modellerar den transmitterade vagen. Den komplexa amplituden E; dr okind
och sokes. Motsvarande magnetfilt ges av regeln om hogersystem

1 .
Hy(2) = —2 x E™*
T2

Randvillkor

Tangentialkomponenterna av E och H ar kontinuerliga vid z = 0. Eftersom E och
H ir tangentiella fas

E,+E.=E,

1 1 1

—2Xx FE;,— —2Zx FE,=—2zXx FE;
m m 2

Losningen till detta ekvationssystem i den givna amplituden E; ges av

M2 —M

E ="2"""g _RE,
T2 + M
2
E =" pE -TE,
N2+ M

dar reflektionskoefficienten R och transmissionskoefficienten 7' ges av

R:UQ—"h
e +m
2

g —
N2 +m

OBS! Vanligt misstag att overféra reflektions- och transmissionskoefficienter di-
rekt pa berdkningar av transmitterad effekt, < S () >. Sa latt gar det inte!

< 8u(t) >= % t.ex. Vi maste ta hinsyn till att det &r olika fashastigheter i

de olika materialen, vilket paverkar de ingaende filten E, och By,.



Reflektion mot ett perfekt ledande plan

Om omrade 2 ar perfekt ledande, kan det inte finnas nagot filt dar, dvs E; = 0.
Den kiinda infallande vagen och den ansatta reflekterande vagen ges av

E\(2) = E;e** + Ee M7

Randvillkoret pa en perfekt ledande yta &r att tangentialkomponenten av det
elektriska faltet ar noll. Detta ger E, = —FE; och dirmed &r R = —1. Totala féltet

for z < 0 ges av . _
E(z) = E; (elklz — e_lklz)

Detta dr en staende vag. Om E; dr en reell vektor, ges motsvarande filt i tidsplanet
av

E(z,t) = Re{E (2)e !} = 2F;sin kyz Re{e™?e7“!'} = 2E; sin k, 2 sin wt
Exempel: Magnetfilten ges av regeln om higersystem

1 . . 1 . . p
H(z)=—2zx (Eielklz — Ere"klz) = —z2x E; (e"“z + eﬂklz) = —2x E;cosk;z
T T T

OBS! Det gar inte att anvinda regeln om hogersystem direkt pa det totala filtet
eftersom det innehaller bade en vinster- och en hégergaende vag.



