Forelasning 10

7.3.1-7.3.3, 7.3.6, 8.1.2 i Griffiths

Maxwells ekvationer (Kap. 7.3)
Vara lagar inom elektromagnetismen, som de ser ut nu, ar

V x E(r,t) = —%

V x H(r,t)=J(r,t) Ampéres lag
V-D(r,t) = p(r,t) Gauss lag
| V-B(r,t)=0

Faradays lag

Flodeskonservering

Maxwell insag att dessa ekvationer inte var kompletta! Kontinutetsekvationen

dp
VT =—o

ar ej uppfylld! Vi ser att sa &r fallet genom att ta divergensen pa Ampéres lag.

0=V - (VxH)=V-J

Motségelse!!

Det fattas en term pa hoger sida i den lagen. Gauss lag medfor
op 0 0
X _ZyY.D=V-—D
ot 8tv v ot

Den modifierade (korrekta) versionen av Ampéres lag &r

N OD(r,t)

V x H(r,t)=J(r,t) T

Notera kopplingen mellan H- och D-filten.

Anmaiarkning: Den extra termen %D fungerar som en stromtéthet, och kallas ofta
for "forskjutningsstrommen". Notera ocksa att for stationdra forlopp, ar forskjut-
ningsstrommen noll och vi far tillbaka Ampéres lag fran magnetostatiken.

Vi far Maxwells faltekvationer:

OB (r,1)

ot
V x H(r t) = J(r.t) + %:’t)

V-D(r,t) =p(r,t) Gauss lag
V- B(r,t) =0 Flodeskonservering

Vx E(r,t)=— Faradays lag

Ampéres (generaliserade) lag




eller pa integralform

d
/E-dfz——//B-'ﬁ,dS Faradays lag
c dt JJs

d
/H ~dl = I + T // D -ndS Ampéres (generaliserade) lag
c S

// D -1 dS = Qe Gauss lag
S

/ / B -n dS =0 Flodeskonservering
S

Vi har nu samtliga ekvationer for de elektromagnetiska filten.

Losning av skenbar paradox

Strommen gar genom kretsen nedan, som bestar av en stromkélla, ledning och en
cirkuldr plattkondensator med plattavstandet d och radien a dir d < a. Strommen
avslutas i kondensatorplattorna. Da strommen varierar i tiden, gor dven laddnin-
gen Q(t) som ansamlas i kondensatorplattorna det, och didrmed é&r filtet E mellan
plattorna ocksa tidsberoende.

Tidsvarierande stromkalla

A. Ampéres lag (fére Maxwell)

[ Bt = polunc(t
L

1. Om strommen beridknas genom den "plana ytan" Io..(t) = I(t), vilket
leder till ett konsistent resultat

2. Om vi istéllet viiljer en yta genom kondensatorn (ingen strom korsas!) blir
Tene(t) = 0, vilket leder till en motségelse, eftersom tangentlinjeintegralen
av B ar skild fran noll



B. Ampéres lag (Maxwell)

ol )
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Det elektriska faltet utanfor kondensatorn ar forsumbart, E ~ 0. Inuti kon-
densatorn géller E(t) = E(t)z, dir
pst) QM) OE() 1 0Q1) It

Et)=—>=—-+ = =
( ) o €0A = ot 8014 ot 8014

eftersom strommen [(t) = %.

1. Om strommen berdknas genom "plana ytan" med randen C

OFE
tolene + oo // 5 " dS = pol(t)
s
~

~0

2. Om vi istéllet viljer en yta genom kondensatorn (ingen strém korsas!)
blir

oF I(t)
Tene — . ndS = —2 A = gl (t
Ho +Eolto //s o1 n €0N0€0A ol (1)
=0
Bada resultaten ar nu konsistenta.

Randvillkor (Kap. 7.3.6)

(Randvillkoren tas ocksa upp i forelésning 12. Dér anvéinds de for att bestimma re-
flektion och transmission av elektromagnetiska vagor). De med Maxwells ekvationer
forenliga randvillkor &r:

:>

'fI,XEl—'fI,XEQZO

(tangentialkomponenten av den elektriska faltstyrkan &r alltid kontinuerlig)

’ﬁ,XHl—’ﬁXHQZJSf

(tangentialkomponenten av den magnetiska faltstyrkan &r diskontinuerlig med
sprang J gy, fria ytstrommar)



'fLBl—’fI,BQZO

(normalkomponenten av den magnetiska flodestétheten dr alltid kontinuerlig)

’fl'Dl—’fL~D2:p5f

(normalkomponenten av den elektriska flodestiatheten dr diskontinuerlig med
sprang psy, fria ytladdningar)

Poyntings teorem (Kap. 8.1.2)

Anvand vektoridentiteten
V- (ExH)=(VXE)-H-—E-(VxH)

Satt in Faradays och Ampéres lagar

0B oD

Antag linjéra och isotropa material (u, ¢ konstanta) material, d.v.s.

D=cF
B=uH
Detta leder till
0H OFE
V-(EXH):—M—t-H —€ EE —E‘Jf

—— ~——
=12HH) =L12(EE)

_ 9B HiD E-E.J

20t f

Har ar J¢ den fria stromtéatheten.
Antag en volym V som omsluts av en yta S med utatriktad normal n. Integrera
uttrycket ovan &ver volymen V.

n



Resultatet blir

d 1
// E'dev—i——// —(B.H+D-E)dv+// V- (ExH)dv=0
vV dt v 2 Vv

vV vV v
term 1 term 2 term 3

(0.1)
Tolkning:

Term 1 Termen

// E~dev
v

ar effektutvecklingen P, som det elektriska féiltet utfor pa de fria laddnings-
biararna (jamfor P = RI?)

Term 2 Denna term &r tidsderivatan av den energi som dr upplagrad (bunden) i
de elektriska och magnetiska falten, d.v.s.

Wen
= th// (B-H+D-E)dv

1
Wm:—// (B-H+ D E) dv
2 v

Term 3 Denna term ar relaterad till den effekt som stralar genom ytan S. Diver-
genssatsen ger

// V(ExH) dv = / (ExH)-n dS = effekttransporten in/ut ur ytan S
v S

Effektbalans (jamfor kontinuitetsekvationen for laddningar och strommar!):

d
Effektutveckling + E(elektrisk och magnetisk energi) + utstralad effekt = 0

Definition: Poyntings vektor S(r,t) = E(r,t)x H(r,t) anger en "energistromta-
thet", eller effektflodestéthet (effekt per ytenhet) till bade storlek och riktning, som
det elektromagnetiska filtet for med sig.

Kommentar: Oftast soks ett tidsmedelvirde snarare dn ett 6gonblicksviarde av S
eller P. Mer om det pa foreldasning 12 om elektromagnetiska vagor.

Kommentar: Griffiths hirleder Poyntings teorem i avsnitt 8.1.2. I sin version av

teoremet har han den totala stromtatheten J och den upplagrade elektromagnetiska

1 1
energititheten we, = — | goBE? + —BQ). Det &r ingen konflikt mellan Griffiths

2 Ho
relation och (0.1). Skillnaden ligger i definitionerna av upplagrad energitdthet och

effektforluster. Termen Jy - E ar den effekt som Gvergar i virme medan J - E &r
effekten som filtet ger till bade de fria och bundna laddningsbéararna.



