Normalformer — DNF, CNF, och RMF

Linus Karlsson

Antag att vi har en funktion som &r definierad av f~1(1) = {0,2,6,7}.
En minimal form® &r f(xq,xp, x3) = x}x} V x1x;. Det finns flera sitt
att skriva om den till de olika normalformerna.

Disjunktiv normalform?

Alternativ 1 — on-set

Forutsatt att vi vet, eller kan bestimma, funktionens on-set f~1(1)
sd kan vi forhédllandevis enkelt skriva funktionen pé dess disjunktiva
normalform genom att helt enkelt skriva upp samtliga mintermer.

Vi behover tre variabler for att kunna uttrycka det storsta talet 7,
alltsd behover var funktion f vara av tre variabler f(xj,xp,x3). De
fyra mintermerna fas frdn vart on-set som

fxq,x0,x3) = moV my\V mgV my
= mggo V Mo10 V M110 V M111

= x]x5x5 V xX]x0x5 V X1 X0X5 V X1X2X3

och nu har vi direkt vér disjunktiva normalform.

Alternativ 2 — algebra

Om vi inte vet vart on-set, och inte vill rdkna ut det, sa kan vi anvan-
da algebraiska rdknelagar for att skriva om uttrycket pa disjunktiv
form.

Vi utgar frén vért minimala uttryck f(x1,x2,x3) = x]x5 V x1xp.
Vi kan utan problem skriva om det genom att ligga till extra 1:or i
A-produkterna.3

f(x1,x2,x3) = X125 V x122
= (5 A1)V (xxp A1)

Eftersom 1 = a4\ a’ kan vi ersitta vardera 1 med x; V x/, s att vi
far A-uttryck med samtliga booleska variabler x1, x2, x3.

Fxq,x0,x3) = (x]x5 A (22 Vxh)) V (x1x2 A (33 V %))

= x1x5(x2 V x5) V x1x0(x3 V x5)

= X}x0x5 V X)x5X5 V x1x2x3 V X1 X205

* An s lange vet ni inte hur man kom-
mer fram till den minimala formen.
Oroa er inte — det kommer senare (typ
véldigt snart) i kursen!

21 disjunktiv normalform innehaller
varje A-produkt samtliga booleska va-
riabler i funktionen. Vi har alltsd en V-
summa av A-produkter, eller mer mate-
matiskt:

f=V </n\ xE“”)

cef~1(1) \i=l

(Om du tycker definitionen ovanfor ser
svar ut — titta gdrna pa exemplen sam-
tidigt.)

Observera att denna form i vissa
fall dven kallas full disjunktiv normal-
form!

3 Detta eftersoma A1l =a
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Konjunktiv normalform*

Alternativ 1 — off-set

Om vi vet funktionens on-set kan vi bestimma funktionens off-set,
som kommer vara alla fall ddr funktionen inte ar 1, det vill sdga
komplementet till f~1(1). Det ger f~1(0) = {1,3,4,5}.

Dessa kan sedan skrivas som maxtermer>:

f(xlleI xs) = Mj A M3z A\ My A\ Ms
= Mopo1 A Mo11 A Mygo N\ Mo

Vi kan ocksd hitta maxtermerna genom att se pd mintermerna som vi
hade nér vi skrev som disjunktiv form. Vi skriver sedan maxtermer
for de variabelkombinationer som inte har ndgon minterm.

Nar vi har maxtermerna kan vi sedan direkt skriva om pa kon-
junktiv form. Glom inte att ndir vi skriver maxtermer motsvaras en 0 av
icke-prim och 1 av primad variabel, dvs motsatsen mot mintermer!

f(x1,x2,x3) = Moo1 A Mo11 A Migo A Moy
= (x1Vxa Vas)(xg Vs Vag)(x) Vag Vas)(x] VaVxg)

Alternativ 2 — algebra

Vi kan anvinda ett liknande trick som for disjunktiv form, fast i
konjunktiv form ldgger vi istéllet till extra O:or, eftersom a V 0 = a.
Varje 0 kan sedan bytas ut mot genom 0 = x; A x/.

Forst maste dock uttrycket skrivas om pa konjunktiv form, innan
vi skriver om den pa konjunktiv normalform. Vi anvander regeln att
aV (bc) = (aVb)(aVrc).

fx1,x2,x3) =x)x5 V x1%7
=(x1x3 V x1) (125 V x2)
=(x}Vv xll(xé Vo) (x] V xp) (x5 V xp)
=1
(x1 VOV x5)(x] VaxaV0)(0VxpVaj)
(x1 V x0x5 V x5) (x] V x2 V x3x5) (x1x] V x2 V x5)

(x1Vxa Vag)(xp Vg Vag)(x] Vag Vas)(x] Va Vag)

(x1Vxp V) (x] VaxyVag)
=(x1 Vo Vab)(x1 VayVag)(x) Vg Vas)(x] VaVag)

41 konjunktiv normalform innehéller
varje V-summa samtliga booleska va-
riabler i funktionen. Det vill siga den
konjunktiva normalformen &4r en A-
produkt av V-summor.

n /
< xfc”)
cef-1(0) \i=1

=" A

Observera att denna form i vissa

fall &ven kallas full konjunktiv normal-
form!
5 Under tiden du ldser exemplen nedan
— titta gédrna tillbaka pa den disjunkti-
va normalformen och jamfor sa du ser
skillnaderna och likheterna mellan for-
merna.
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Reed-Muller—form®

Alternativ 1 — utgd fran minimala formen

Vi anvinder de algebraiska rdknelagarna for hur man gar mellan
boolesk algebra och booleska ringen.”
Anvind dem pa f(xq,x2,x3) = x]x5 V x1x, for att byta ut V och’.

!
f(x1,x2,x3) = x]x3 V x1%2
= X} x5 B x1x0 B X X5x120
v/
=0
=(1®x1)(1®x3) ®x1x2
=1Px3Px1 B x1x3Dx1X

=1®x1 ®x3Px1x2 D x1x3

Alternativ 2 — utgd frdn disjunktiv normalform

Har man ménga V-termer i sitt minimala uttryck kan ovanstdende
metod bli besvérlig, eftersom den extra termen i (1) (ab) kommer
komma upp for varje V, vilket snabbt blir 6vervildigande. Se ex-
emplet nedan.

aVbVe=(aVb)Ve
(avb)®cd (aVb)e
=(adbDab)Dc D (aDbdab)c

=a®bdabdcPacd bc P abe

Komplexiteten vixer ganska brutalt allt eftersom vi far fler V i ut-
trycket. I dessa fall kan nedanstaende taktik fungera bittre.

Vi kan istéllet utnyttja var disjunktiva normalform. Om vi tittar
pé termen ab fran ekvation (1) ser vi att den tdcker fallet dér bade a
och b ar sanna. Men om vi tar tvd mintermer, t.ex. m; V m; kommer
alltid m; A mj = 0, vilket gor att just for mintermerd sa galler att m; V
m; = m; © m;. Detta eftersom tva mintermer aldrig kan vara sanna

samtidigt.
I vart fall har vi att funktionen kan skrivas med mintermerna
som?:
N / / /
£ (1, x0,x3) = x7x5x5 V x3x2x3 V X1X2x3 V X1X2X3

) / / /
= X1XpX3 D X1 X2X3 B X1X2X3 D X1X2X3

®Denna form kallas ibland Reed-
Muller—form (RMF), ibland Ring-Sum-
Expansion (RSE), och ibland Algebra-
isk Normalform (ANF). I denna kursen
kallar vi den RME.

Oavsett namn 4r podngen med
RMF att skriva om uttrycket s& det be-
star enbart av operationer i den booles-
ka ringen, det vill sdga enbart addition
(®) och multiplikation.

Notera speciellt att negation (prim, ')
inte dr tilldtet!

7 Det vill sdga foljande tva regler:

avVb=a®bedab (1)
ad=1®a (2)

8 Okej, serivst allts, detta dr supervik-
tigt, det giiller bara for mintermer! Gor in-
te samma misstag som typ jattemdnga
studenter fran tidigare ar.

= (1 &) xl)(l &) XZ>(1 (&) X3) D (1 D xl)xz(l D X3) D x1x2(1 D X3) D x1x2x3

=1Bx3® x2 D x2x3 D X1 B X1X3 D x1X2 D X1X2X3
B xp D x2x3 D X1X2 D X1X2X3
@D x1x2 D x1X2X3 D X1X2X3
=1®x3P x1 D x1X3D xX1X2

=10 x1 ®x3Px1x2 D x1X3

91 just detta fall var det mycket effekti-
vare att utgéd fran den minimala formen
i Alternativ 1, da funktionen enbart ha-
de en V. Jag visar éndéd denna alternati-
va losning eftersom den for vissa funk-
tioner blir effektivare. Notera dock att
vi sa klart far samma svar oavsett me-
tod.
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