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Föreläsning 6

Tidsberoende Signaler – växelström 
(AC)

Komplexa Tal 

Seminarium (vad som hinns..)



Senaste föreläsning
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• Resistanser

• Kondensatorer – Kapacitans

• Spolar – Induktans

𝑖 𝑡 = 𝐶
𝑑𝑣 𝑡

𝑑𝑡

𝑣 𝑡 = 𝐿
𝑑𝑖 𝑡

𝑑𝑡

𝑣 𝑡 = 𝑖 𝑡 𝑅

𝑣 𝑡 =
1

𝐶
න𝑖 𝑡′ 𝑑𝑡′

𝑖 𝑡 =
1

𝐿
න𝑣 𝑡′ 𝑑𝑡′



Tidsberoende Spänningar/Strömmar
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Hittils – likström och likspänning

• För att skicka information – måste modulera signalen över tid!

𝑣 𝑡 , 𝑖 𝑡 , 𝑝 𝑡 !

• Kraftelektronik – elkraft skickas som växelspänning
𝑣 𝑡 = 𝑉0cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

• Kondensatorer / spolar – ström/spänning som beror på derivatan av
𝑣 𝑡 , 𝑖 𝑡 .

• Hur undviker vi att behöva lösa differentialekvationer?



Tidsharmoniska Signaler – sin(wt)
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𝑣 𝑡 = 𝑉0sin(2𝜋𝑓𝑡 + 𝜙)
Växelström/spänning -
eluttag
f=50 Hz
V0=325V (toppvärde)

𝑣 𝑡 = ෍

𝑛=0

𝐴𝑛 sin 𝑛 ∙ 𝜔0𝑡 + 𝐵𝑛 cos 𝑛 ∙ 𝜔0𝑡

Fourieranalys – alla fysiskt realiserbara signaler kan skrivas som en
summa av sinus och cosinus-termer (!!!)

𝜔
vinkelfrekvens



Exempel - V(t) - triangelvåg
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V(t) - triangelvåg
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𝑓 𝑥 ≈
8

𝜋2
sin

𝜋𝑥

20

1



V(t) - triangelvåg
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𝑓 𝑥 ≈
8

𝜋2
sin

𝜋
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sin 3

𝜋
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𝑥
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V(t) - triangelvåg
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𝑓 𝑥 ≈
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sin
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sin 3
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𝑥
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V(t) - triangelvåg

2019-09-17 9Föreläsning 6, Elektronik 2019
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V(t) - triangelvåg
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𝑓 𝑥 ≈
8

𝜋2
sin
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V(t) - triangelvåg
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11



V(t) - triangelvåg
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Alla signaler kan uttryckas som en summa av (co)sinustermer!
Superposition – vi kan hantera termerna var för sig!

13



v(t) – mer komplicerad vågform
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𝑣 𝑡 = ෍

𝑛=0

𝐴𝑛 sin 𝑛 ∙ 𝜔𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 cos 𝑛 ∙ 𝜔𝑛𝑡

𝑣(𝑡)

Frekvens (𝑓)

𝐴𝑛

Med väldigt manga olika
frekvenser.. 𝜔𝑛 = 2𝜋 ∙ 𝑓𝑛



Tidsberoende signaler - superposition
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Elektronisk Krets
Linjär: RLC, källor.

Vo1sin(𝜔1𝑡 + 𝜙1)

Vo2sin(𝜔2𝑡 + 𝜙2)

V𝑜4sin(𝜔4𝑡 + 𝜙4)

Vo3sin(𝜔3𝑡 + 𝜙3)

V1sin(𝜔1𝑡)

V2sin(𝜔2𝑡)

V4sin(𝜔4𝑡)

V3sin(𝜔3𝑡)

෍𝑉𝑜𝑛

𝑣𝑜𝑢𝑡(𝑡)
𝑣𝑖𝑛(𝑡)

Dela upp i
frekvenskomponenter

Linjär krets: Amplitud och fas ändras
Frekvensen (w) är konstant!



Frekvensområden
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Audio: 20 Hz – 20 kHz

20 <
𝜔

2𝜋
< 20 𝑘𝐻𝑧

Kommunikation: 
900 MHz – 60 GHz

V1sin(𝜔1𝑡)

V2sin(𝜔2𝑡)

V4sin(𝜔4𝑡)
V3sin(𝜔3𝑡)

…

V1sin(𝜔1𝑡)

V2sin(𝜔2𝑡)

V4sin(𝜔4𝑡)
V3sin(𝜔3𝑡)

…

Mikrovågsbakgrund från Big Bang:
70-800 GHz

V1sin(𝜔1𝑡)

V2sin(𝜔2𝑡)

V4sin(𝜔4𝑡)
V3sin(𝜔3𝑡)

…



Tidsberoende Signaler
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𝑉0sin(𝜔𝑡)

𝑅

𝐶1 𝐶2

𝑣1(𝑡)

𝑣1 𝑡 − 𝑉0 sin 𝜔𝑡

𝑅
+ 𝐶1

𝑑𝑣1(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐶2

𝑑𝑣1(𝑡)

𝑑𝑡
= 0

Differentialekvationslösning. Relativt komplicerat.
Detta behöver göras om källan inte är rent tidsharmonisk.



Tidsberoende Signaler
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𝑉0sin(𝜔𝑡)

𝑅

𝐶1 𝐶2

𝑉1𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙1)

𝑉1𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙1) − 𝑉0 sin 𝜔𝑡

𝑅
+ 𝐶1𝑉1𝜔cos(𝜔𝑡 + 𝜙1) + 𝐶2𝑉1𝜔 cos 𝜔𝑡 + 𝜙1 = 0

𝑉1𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙1) − 𝑉0 sin 𝜔𝑡

𝑅
+ 𝐶1

𝑑𝑣1(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐶2

𝑑𝑣1(𝑡)

𝑑𝑡
= 0

+ en massa trigonimetriska identiter…  lösningen, men fortfarande komplicerat
(Fram till 1893 gjorde man så.)

V0sin(𝜔𝑡) V1sin(𝜔𝑡 + 𝜙1)

Linjära system (lång tid)

Alla noder 𝑉𝑥sin(𝜔𝑡 + 𝜙𝑥)



Komplexa Tal inom Elektronik
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Charles Proteus Steinmetz

“Complex Quantities and Their Use in Electrical Engineering”, 1893



Komplexa Tal
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Häfte på hemsidan – delas även ut på övningarna.

Repetition

Komplex spänning <–> tidsharmonisk spänning

Mer detaljer och matematisk stringens : Analysen i HT2



Komplexa Tal
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𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏

𝑧 = 𝑧 cos 𝜙 + j ∙ sin 𝜙

𝑧 = 𝑧 𝑒𝑗𝜙

𝑧 = √(𝑎2+𝑏2)

𝑅𝑒 𝑧 = |𝑧|cos(𝜙)

𝐼𝑚 𝑧 = |𝑧|𝑠𝑖𝑛(𝜙)

𝜙 = arctan
𝑏

𝑎

𝑣 𝑡 = 𝑉0 cos 𝜔𝑡 + 𝜃 = 𝑅𝑒 𝑉0𝑒
𝑗𝜃𝑒𝑗𝜔𝑡

𝑒𝑎𝑒𝑏 = 𝑒𝑎+𝑏

𝑒𝑎

𝑒𝑏
= 𝑒𝑎−𝑏



Komplexa Tal
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Addition är enkelt i rektangulär form:

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎1+𝑎2) + 𝑗(𝑏1 + 𝑏2)

Multiplikation är enkelt i polär form:

𝑧1𝑧2 = 𝑧1 𝑧2 𝑒
𝑗 𝜃1+𝜃2

𝑣 𝑡 = 𝑉0 cos 𝜔𝑡 + 𝜃 = 𝑅𝑒 𝑉0𝑒
𝑗𝜃𝑒𝑗𝜔𝑡

Tidsharmoniska Signaler -

𝑉0𝑒
𝑗𝜃 Alla beräkningar kan göras med 

addition/multiplikation av komplexa tal!

𝑣 𝑡 = 𝑉0 sin 𝜔𝑡 + 𝜃 = 𝐼𝑚 𝑉0𝑒
𝑗𝜃𝑒𝑗𝜔𝑡



3-fas
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325 cos(𝜔𝑡)

325 cos(𝜔𝑡 + 120°)

325 cos(𝜔𝑡 − 120°)

Nolla (jord)

Skyddsjord (jord)

325

2
= 230𝑉

Spänning (Effektivvärde) 
mellan de olika faserna 
och nolla. Vanliga eluttag.

563

2
= 400𝑉

Spänning (Effektivvärde) 
mellan två faser. 
Tillämpningar som kräver 
högre effekt. Elmaskiner.

Jämnare effektöverföring

𝜔 = 2𝜋 ∙ 50



Tidsberoende Signaler – komplexa tal
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𝑉0

𝑅

1

𝑗𝜔𝐶1

𝑉1

1

𝑗𝜔𝐶2

𝑉1 − 𝑉0
𝑅

+ 𝑗𝜔 𝐶1 + 𝐶2 𝑉1 = 0

V1 – komplext tal. Både storlek |V1| och fas (𝜙)

𝑉1 =
𝑉0

1 + 𝑗𝜔𝑅 𝐶1 + 𝐶2
= 𝑉1 𝑒

arg(𝑉1)𝑗

𝑣 𝑡 =
𝑉0

1 + 𝜔2𝑅2𝐶2
cos 𝜔𝑡 − arctan 𝜔𝑅𝐶

𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2

𝑣 𝑡 = 𝑅𝑒(𝑉1𝑒
𝑗𝜔𝑡)=

=|𝑉1|cos(𝜔𝑡 + arg 𝑉1 )



Föreläsning onsdag – Akademiskt lärande
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Torgny Roxå, 
Lektor vid Högskolepedagogisk 
utveckling, AHU

• Lärande på universitetsnivå

• Vad?
• Varför? 


