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Rikneregler med V-operatorn
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Viktiga vektoridentiteter
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Integrationsformler

Stokes sats och till denna analoga satser

(1) //VXA ‘ndS = /A dr
(2) //nngpdS /g@dr
(3) //nxv ) x AdS = /drxA

Gauss sats (divergenssatsen) och till denna analoga satser

(1) ///v Adv—//A A ds
@) // chdv—//<pnd5
() /V//VxAdv'{/ﬁxAdS

Greens formler

W [[[eve-eva= [[wve-ovi)-aas
S

(2) /V/ [wv2a - aviia
14

:/ (V) x (7 x A) — V(i A) — (i x (V x A)) + 7 (V - A))dS
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Forord

® ®ven om de optiska fibrerna vinner mer och mer mark inom kommunikations-

Aomrédet utgor traditionella vagledare for mikrovagor fortfarande en viktig del i

olika system for kommunikation. Den enklaste typen av vagledare fér mikrovagor
och vagor av lagre frekvens dr transmissionsledningen. Denna leder TEM-vagor,
dvs. vagor med transversellt elektriskt och magnetiskt filt. Eftersom TEM-vagorna
kan goras dispersionsfria dr transmissionsledningarna lampliga i kommunikationssy-
stem. I antennsystem som arbetar vid frekvenser hogre d&n nagra GHz visar sig ofta
halrumsvagledare vara mer anvindbara dn transmissionsledningar. Halrumsvagle-
darna leder TE- och TM-vagor, dvs. vagor som inte &r transversella. Fordelen med
halrumsvagledare ar att de kan 6verfora stora effekter och de kan 6verfora vagor med
en foreskriven polarisation, vilket gor dem oumbérliga i radarsystem och system for
satellitkommunikation. Det egentliga genombrottet for halrumsvagledare kom 1936
nér fyra forskare vid Bell Telephone Laboratories i nagra utforliga rapporter pre-
senterade experimentella och teoretiska resultat for halrumsvagledare. Under andra
varldskriget gavs forskningen kring halrumsvagledare och annan mikrovagsteknik
hog prioritet. Ett stort antal fysiker, matematiker och ingenjoérer arbetade under
denna tid intensivt inom omradet och gjorde stora framsteg. Det &ar ldtt att finna
paralleller mellan utvecklingen av mikrovagstekniken under dessa ar och utveckling-
en av fiberoptiken och optroniken under de sista 20 aren. Efter andra vérldskriget
har det varit en fortsatt utveckling av mikrovagstekniken, om &n inte lika dramatisk
som under krigsaren.

Trots att det skiljer minst en faktor 10* mellan dimensionerna av en halrums-
vagledare och kdrnan i en optisk fiber har teorierna for vagledare och optiska fibrer
stora likheter. Teorin i bada fallen bygger pa Maxwells ekvationer och de viktigaste
matematiska verktygen som anvénds &r separationsmetoden och vektoranalys.

Under det senaste decenniet har fiberoptisk kommunikation vuxit sig stark. Den
framsta anledningen &r att 6verforingshastigheten i ett fiberoptiskt system kan goras
betydligt hogre &n i ett system som bygger pa transmissionsledningar. Den korta
men intensiva historiken for fiberoptiska system &r intressant och nagra av dess
viktiga steg beskrivs nedan’:

1960  He-Ne-lasern presenteras.

1963  Halvledarlasern (GaAs) presenteras.

'En mer utforlig historik finns t.ex.i J. E. Midwinter and Y. L. Guo, Optoelectronics and
Lightwave Technology, John Wiley & Sons, New York, 1992.



vi Forord

1966  Glasfibrer foreslas som optiska vagledare. De bésta glasen har vid denna tid
en dampning av 1 dB/m vilket gor att intresset for detta forslag dr mycket
svalt.

1970  Fibrer med en ddmpning av 20 dB/km framstélls. Forskningen kring optiska
fibrer tar ordentlig fart.

1977  De forsta fiberoptiska systemen borjar testas. Dessa klarar en 6verforings-
hastighet pa 140 Mbit/s pa en 9 km lang stracka. Multimodfibrer anvénds
dvs. pulserna i vagledaren bestar av flera olika vagtyper (moder).

1980  Extremt rena kvartsglas med en ddmpning av 0,2 dB/km vid vaglingden
1550 nm kan tillverkas. Halvledarlasrar och detektorer som kan arbeta vid
1550 nm finns tillgdngliga. For att fa ned dispersionen gar man over till
singelmodfibrer dvs. pulserna bestar av endast en mod. Overforingshastig-
heter av 140 Mbit/s 6ver en stricka av 200 km rapporteras.

1990~ Erbiumdopade fibrer borjar anvindas som forstidrkare. I och med dessa
ar det dispersionen och inte ddmpningen som &r den begridnsande fak-
torn for 6verforingshastigheten. Fibrer med overforingshastigheter pa 6ver
2,5 Gbit/s per kanal anvinds kommersiellt och system med fibrer med
overforingshastigheter av mer &n 10 Gbit/s per kanal finns idag i labo-
ratorier. Genom att anvénda manga olika vaglingder WDM (wavelength
dispersion multiplexing) kan flera kanaler séindas pa samma fiber. I labo-
ratorier har man genom att anvianda ca 1000 olika vaglangder lyckats med
overforingshastigheter pa 1 Tbit/s.

I arbetet med boken har var filosofi varit att hela kedjan av led mellan de postule-
rade Maxwells ekvationer och de slutgiltiga formlerna och ekvationerna skall redovi-
sas. Den grundldggande teorin ar darfor starkt betonad i boken. Kursen forutsétter
vissa kunskaper i grundliggande elektromagnetisk féltteori, t.ex. grundkurserna i
elektromagnetisk féltteori vid vara tekniska hogskolor. Maxwells filtekvationer for-
utsétts vara bekanta, liksom grundlaggande vektoranalys och rédkningar med nabla-
operatorn V.

I det forsta kapitlet repeteras den grundliggande teorin for elektromagnetis-
ka filt. I det andra kapitlet visas hur man kan dela upp falten och ekvationerna
i en longitudinell och en transversell del m.a.p. utbredningsriktningen. Det tred-
je kapitlet behandlar teorin for halrumsvagledare. I detta kapitlet studeras dven
effektoverforing och dédmpning i vagledare samt matning av vagledare. Kapitel 4
behandlar pulsutbredning i halrumsvagledare och slutligen dgnas kapitel 5 at die-
lektriska vagledare. Den optiska fibern &r en dielektrisk vagledare och en stor del av
kapitel 5 &r direkt inriktat pa den optiska fibern.

Ovningar pa de olika teoriavsnitten finns samlade i slutet av varje kapitel. Mer
krédvande 6vningar dr markerade med en stjarna (). Svar till 6vningarna finns sam-
lade i ett facit i slutet av boken. Varje kapitel avslutas med en sammanfattning av
kapitlets viktigaste resultat.



Kapitel 1

Elektromagnetismens
grundekvationer

magnetiska falt. I ett forsta avsnitt repeteras Maxwells faltekvationer for

allménna tidsberoende filt, randvillkor vid skiljeytor mellan tva material
samt energikonservering. I ett separat avsnitt behandlas tidsharmoniska forlopp dér
bl.a. polarisationsellipsen diskuteras. Kapitlet avslutas med ett avsnitt om de kon-
stitutiva relationerna for isotropa material och klassificeringen i passiva, aktiva och
forlustfria material.

D etta kapitel behandlar kortfattat de grundldggande ekvationerna for elektro-

1.1 Allmanna tidsberoende filt

1.1.1 Maxwells faltekvationer

Maxwells faltekvationer utgér den grundliggande matematiska modellen for prak-
tiskt taget all teoretisk behandling av makroskopiska elektromagnetiska fenomen.
James Clerk Maxwell! publicerade sina berémda ekvationer 1864, och de tester som
utforts sedan dess har givit god experimentell 6verensstiammelse med denna modell.
Forst nar mikroskopiska fenomen skall forklaras maste en mer noggrann teori inforas,
dér dven kvantmekaniska effekter tas med. Det har saledes genom aren byggts upp
ett overvildigande bevismaterial for ekvationernas giltighet i skilda tillampningar.

Maxwells faltekvationer utgor en av grundstenarna vid behandlingen av makro-

! James Clerk Maxwell (1831-1879), skotsk fysiker och matematiker.
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skopiska elektromagnetiska vagutbredningsfenomen?. Ekvationerna lyder?

0B
E=—— 1.1
V x oy (1.1)
oD
H = —_— 1.2
V x J+ By (1.2)

Ekvation (1.1) (eller motsvarande integralformulering) brukar bendmnas Faradays
induktionslag *, medan ekvation (1.2) ofta bir namnet Ampéres (generaliserade)
lag’. De olika ingaende vektorfilten i Maxwells filtekvationer drS:

E Elektrisk faltstyrka [V/m]

H Magnetisk faltstyrka [A/m]

D Elektrisk flodestéithet [As/m?]
B Magnetisk flédestéithet [Vs/m?|
J  Stromtithet [A/m?|

Dessa filt &r funktioner av rums- och tidskoordinaterna (r,t). Ofta skriver vi
inte explicit ut dessa variabler for att beteckningarna skall bli enkla. Endast i de
fall dar missforstand kan uppsta eller dar vi sarskilt vill papeka funktionsberoendet
skrivs variablerna ut.

Den elektriska féltstyrkan E och den magnetiska flodestitheten B definieras
genom kraftverkan pa en laddad partikel genom Lorentz-kraften

F =¢{E+vx B}

dér g ar partikelns laddning och v dess hastighet.

De fria laddningarna i materialet, t.ex. ledningselektroner, beskrivs av strom-
téatheten J. De bundna laddningarnas bidrag, t.ex. fran elektroner bundna till atom-
kdarnan, ingar i den elektriska flodestéitheten D. Vi kommer senare i detta avsnitt att
aterkomma till skillnaderna mellan elektrisk flodestathet D och elektrisk faltstyrka
FE, liksom till skillnaderna mellan magnetisk faltstyrka H och magnetisk flodestéathet
B.

Ett annat fundamentalt antagande i ellaran &ér lagen om laddningens oforstor-
barhet. Aven denna naturlag ér experimentellt mycket noggrant uttestad. Ett sitt
att uttrycka laddningskonserveringen matematiskt ar genom laddningens kontinui-
tetsekvation

V-J+ @ =0 (1.3)
ot ‘

2En utforlig hirledning av dessa makroskopiska ekvationer utgéende fran en mikroskopisk for-
mulering finns att hdmta i G. Russakoff, “A Derivation of the Macroscopic Maxwell Equations,”
Am. J. Phys., 38(10), 1188-1195 (1970).

3Vi kommer genomgaende att anvinda oss av Sl-enheterna (MKSA) for de elektromagnetiska
storheterna.

4Michael Faraday (1791-1867), engelsk kemist och fysiker.

5André Marie Ampere (1775-1836), fransk fysiker.

6Dessa bendmningar dverensstimmer med Svensk standard [16]. Andra forekommande beném-
ningar pa H-filtet och D-féltet dr amperevarvstithet respektive elektriskt forskjutningsfilt [6].
Man ser dven ibland att B-filtet kallas magnetiskt fdlt. Vi kommer dock att anvinda de namn
som foreslas av Svensk standard eller rétt och sliatt skriva E-falt, D-filt, B-filt och H-filt.
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Hér dr p den till stromtétheten J horande laddningstitheten (laddning/volyms-
enhet). p beskriver saledes de fria laddningarnas laddningstéthet.
Vanligen associeras ytterligare tva ekvationer till Maxwells fialtekvationer.

V-B=0 :
V-D=p (1.5)

Ekvation (1.4) implicerar avsaknaden av magnetiska punktladdningar och innebér
att det magnetiska flodet dr bevarat. Ekvation (1.5) bar namnet Gauss lag. Dessa
bada ekvationer kan under lampliga antaganden ses som en konsekvens av ekvatio-
nerna (1.1), (1.2) och (1.3). For att se detta tar vi divergensen av (1.1) och (1.2),
vilket leder till

oB
Vg =0
oD
VT4V s =0

eftersom V - (V x A) = 0. En vixling av deriveringsordningen och anvéndning av
(1.3) ger

d(V - B)
ot
(V-D —p)
ot

=0
Fran dessa ekvationer foljer att

V'B:fl
V-D-—-p=f

déar f; och fo &r tva funktioner som ej explicit beror pa tiden t. Om filten B, D
och p antas vara identiskt noll foére en fix &dndlig tid, dvs

B(r,t)=0
D(r,t)=0
p(r,t) =0

for t < 7 for nagot andligt 7, sa foljer av detta antagande ekvationerna (1.4) och
(1.5). Rent statiska filt eller tidsharmoniska falt uppfyller naturligtvis inte det-
ta antagande, eftersom det inte gar att finna nagon &ndlig tid 7, fore vilken alla
falt #r noll”. For tidsberoende filt gor vi det rimliga antagandet att filt och ladd-
ningar i en punkt inte existerat i evighet. Ekvationerna (1.1), (1.2) och (1.3) utgor
da en tillracklig uppséttning differentialekvationer for de elektromagnetiska félten,
stromtétheten och laddningstétheten.

"Vi aterkommer till hirledningen av ekvationerna (1.4) och (1.5) fér tidsharmoniska filt i av-
snitt 1.2.1 pa sidan 13.
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Maxwells faltekvationer (1.1) och (1.2) &r tillsammans 6 stycken ekvationer—en
for varje vektorkomponent. Om stromtétheten J &r given, sa innehaller Maxwells
faltekvationer totalt 12 stycken obekanta (4 stycken vektorfilt E, B, D och H). Det
fattassaledes 6 stycken ekvationer for att fa lika manga ekvationer som obekanta.
De konstitutiva relationerna ger dessa aterstaende 6 ekvationer.

I vakuum &r den elektriska faltstyrkan E och den elektriska flodestatheten D
parallella. Detsamma géller for den magnetiska flodestdtheten B och den magnetiska
faltstyrkan H. Det géller att

DZEUE
B:[I,QH

dér €y och pg dr vakuums dielektricitets- respektive permeabilitetskonstant. Nu-
meriska viirden pa dessa konstanter dr ey &~ 8.854 - 10712 As/Vm och py = 47 -
107" Vs/Am =~ 1.257 - 107¢ Vs/Am.

Inuti ett material &r skillnaden mellan den elektriska féaltstyrkan E och den elekt-
riska flodestdtheten D samt mellan den magnetiska flédestdtheten B och den mag-
netiska féaltstyrkan H ett matt pa vixelverkan mellan laddningsbdrarna i materialet
och falten. Ofta infors tva nya vektorfilt, polarisationen P och magnetiseringen M,
for att beskriva dessa skillnader mellan filten. De definieras genom

P=D —¢F (1.6)
1

M=—B-H (1.7)
Ho

Vektorfaltet P kan grovt séigas utgora ett matt pa hur mycket de bundna ladd-
ningarna ar forskjutna i forhallande till sina neutrala opaverkade positioner. Detta
inkluderar bade permanent och inducerad polarisation. Det storsta bidraget till detta
falt harror fran tyngdpunktsforskjutningar hos de positiva och negativa laddnings-
bédrarna i materialet, men dven hogre ordningens effekter bidrar. Pa liknande séitt
utgor magnetiseringen M ett matt pa de resulterande (bundna) strommarna i ma-
terialet. Aven detta filt kan vara av permanent eller inducerad natur.

Att ange ett materials polarisation och magnetisering ér ekvivalent med att ange
de konstitutiva relationerna for materialet och innebér att ytterligare 6 ekvationer
som karakteriserar materialet specificeras.

1.1.2 Randvillkor vid gransytor

I gransskiktet mellan tva material varierar de elektromagnetiska falten diskontinuer-
ligt pa ett foreskrivet sétt, som ér relaterat till materialens elektriska och magnetiska
egenskaper pa émse sidor om gréinsytan. Det sétt pa vilket de varierar ar en konse-
kvens av Maxwells faltekvationer, och hér ges en enkel hérledning av de randvillkor,
som félten maste uppfylla vid griansytan. Endast ytor som &r fixa i tiden (ej i rorelse)
behandlas.
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Figur 1.1: Geometri for integration.

Maxwells faltekvationer, sasom de presenterades i avsnitt 1.1.1, forutsatter att de
elektromagnetiska filten ar differentierbara som funktion av rums- och tidsvariab-
lerna. Vid en gransyta mellan tva material dr, som redan papekats, filten i allménhet
diskontinuerliga. Darfor behover vi omformulera dessa ekvationer till en form med
mer generell giltighet. Syftet med denna omskrivning ar att fa ekvationer som géller
daven da falten inte &r differentierbara i alla punkter.

Lat V vara en godtycklig volym med randyta S och utatriktad normal n i det
omrade som vi behandlar, se figur 1.1.

Integrera Maxwells faltekvationer, (1.1)—(1.2) och (1.4)—(1.5), dver volymen V.

fffv-se—fff 2
Jff e o fff 2
/V//V.de—o

/V/ V.de:/v//pdv

dar dv ar volymsmattet (dv = dx dy dz).
Foljande tva integrationssatser for vektorfilt &r nu limpliga att anvénda:

// VAdv—/ A-ndS
// VxAdv—//nxAdS
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T s

1 — I

Figur 1.2: Grinsyta mellan tva olika material 1 och 2.

dér A ar ett godtyckligt (kontinuerligt deriverbart) vektorfilt och dS ytan S:s yte-
lement. Det forsta sambandet brukar benimnas divergenssatsen eller Gauss sats®
och det andra en till divergenssatsen analog sats.

Efter en skiftning av derivering m.a.p. tiden ¢ och integration fas resultatet:

[[axmis——2 [[] 5 us
S v
//ﬁdeS:///Jdv—i—%///de (1.9)

/ B-7dS =0 (1.10)
S

//D-ﬁdS—///pdv (1.11)
S 1%

Vi har hér antagit att volymen V" ar fix i tiden och att falten ar tillrickligt reguljéra.
For ett omrade V' dér falten E, B, D och H &ar kontinuerligt differentierbara ar
dessa integralformler helt ekvivalenta med differentialformuleringen i avsnitt 1.1.1.
Denna ekvivalens har vi hiir visat at ena hallet. At andra hallet gér man rikningarna
baklénges och utnyttjar att volymen V' kan véljas godtycklig.
Integralformuleringen, (1.8)—(1.11), har emellertid den fordelen att de ingaende
falten inte behover vara differentierbara i rumsvariablerna fér att ha en mening.
I detta avseende &r integralformuleringen mer allmén &n differentialformuleringen
i avsnitt 1.1.1. Falten E, B, D och H, som satisfierar ekvationerna (1.8)—(1.11)
ségs vara svaga losningar till Maxwells ekvationer, i de fall de inte &dr kontinuerligt
differentierbara och differentialekvationerna i avsnitt 1.1.1 saknar mening.

8Skilj pa Gauss lag, (1.5), och Gauss sats.
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Dessa integralformler tillampas nu pa en speciell volym V', som skér grinsytan
mellan tva olika material, se figur 1.2. Normalriktningen n ar riktad fran mate-
rial 2 in i material 1. Vi antar att de elektromagnetiska filten E, B, D och H
och deras tidsderivator har dndliga virden intill grinsytan fran bada hall. Dessa
gransvarden betecknas Eq respektive E5 pa 6mse sidor om gransytan. Gransvardena
pa de 6vriga tre filten betecknas pa liknande sédtt med index 1 eller 2. Stromtétheten
J och laddningstétheten p kan déremot tillatas anta oédndliga virden, som fallet ar
vid metalliska ytor?. Det visar sig lampligt att infora en ytstrémtithet Jg och en
ytladdningstithet pg enligt foljande gransforfarande

Js=hJ

ps = hp
dér h ar en tjocklek inom vilken laddningarna finns koncentrerade. Denna tjocklek
later vi ga mot noll samtidigt som J och p blir odndligt stora pa ett sadant sétt
att Jg och pg har véldefinierade dndliga véirden i denna gransprocess. Vid detta
gransforfarande antags ytstromtiatheten Jg endast ha komponenter parallellt med
gransytan. Hojden pa volymen V later vi vara denna tjocklek h och arean pa bas-
respektive toppytan ar a, som é&r liten jamfort med féltens variation langs skiljeytan
och ytans krokning.

Termerna 4 [[[,, Bdv och 4 [[[ D dv gar bada mot noll da h — 0, eftersom
falten B och D och deras tidsderivator antas vara éndliga vid gransytan. Vidare
giller att alla bidrag fran sidoytorna (area ~ h) i ytintegralerna i (1.8)—(1.11) gar
mot noll da h — 0. Bidragen fran toppytan (normal n) och basytan (normal —n) ar
proportionella mot arean a, om arean viljs tillrackligt liten och medelvardessatsen
for integraler anvands. Foljande bidrag fran topp- respektive basytan i ytintegralerna
aterstar efter gransévergang h — 0.

[ x (Ey — E3)] =0

[ (Hy — Hy)| =ahd =ads
[n-(By— By)] =0

n - (Dy — D3)| = ahp = apg
Forenkla genom att dividera med arean a. Resultatet blir
nx(E,—E;)=0

nx (Hy—Hy)=Jg
n-(B;—By)=0

n- (D) — Dy) = pg

(1.12)

Dessa randvillkor foreskriver hur de elektromagnetiska félten &r relaterade till
varandra pa omse sidor om gréansytan (normalen n dr riktad fran material 2 in i
material 1). Vi kan formulera dessa randvillkor i text:

9Detta #r naturligtvis en idealisering av en verklighet diir titheten antar mycket stora virden
inom ett makroskopiskt tunt gréinsskikt.
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Ps
{ D-n

Bn

A Falt

Avstand L
mot skiljeytan
>

Material 2 Material 1

Figur 1.3: Variation av B - nn och D - n vid skiljeytan.

e Elektriska filtstyrkans tangentialkomponent ar kontinuerlig 6ver gransytan.

o Magnetiska féltstyrkans tangentialkomponent dr diskontinuerlig 6ver grans-
ytan. Diskontinuitetens storlek ar Jg. I det fall ytstromtatheten &r noll, vilket
t.ex. intriiffar om materialet har findlig ledningsférmagal®, &r tangentialkom-
ponenten kontinuerlig éver gransytan.

e Magnetiska flodestdthetens normalkomponent ar kontinuerlig 6ver gransytan.

e Elektriska flodestéthetens normalkomponent ér diskontinuerlig 6ver griansytan.
Diskontinuitetens storlek ar pg. I det fall ytladdningstédtheten &r noll &r nor-
malkomponenten kontinuerlig 6ver gréansytan.

I figur 1.3 exemplifieras hur normalkomponenterna hos de magnetiska och elekt-
riska flodestdatheterna kan variera vid skiljeytan mellan tva material.

Ett viktigt specialfall, som ofta forekommer, &r det fall da material 2 &r en
perfekt ledare, som &r en modell av ett material som har ldttrorliga laddningsbérare,
t.ex. flera metaller. I material 2 &r filten noll och vi far fran (1.12)

’fLXEl:O

fLXlejs (113>
'szle .
n-Dy = pg

dér Jg och pg ar metallytans ytstromtéathet respektive ytladdningstathet.

0Detta foljer av antagandet att det elektriska filtet E #r andligt nira grinsytan, vilket medfor
att Jg = hJ = hoE — 0,da h — 0.
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1.1.3 Energikonservering och Poyntings sats

Energikonservering visas utifran Maxwells ekvationer (1.1) och (1.2).

0B

E=-——

V x BT
oD
H = —
V x J + o

Multiplicera den forsta ekvationen skaldrt med H och den andra med E samt
subtrahera. Resultatet blir

B D
H-(VxE)—E-(V><H)+H-aa—t+E-aa—t+E-J:0

Dérefter anvénder vi rikneregeln V- (@ x b) =b- (V x a) —a - (V x b) {or att
skriva om detta uttryck.

0B oD

- (ExH)+H-—+FE-—+FE-J=0
V- (ExH)+ 5 + BT +
Vi infér Poyntings vektor'! § = E x H vilket resulterar i Poyntings sats.
0B oD
V- S+H-—+FE-—+FE-J=0 1.14
M A (1-14)

Poyntings vektor S anger det elektromagnetiska filtets effektflodestéthet eller
effekttransport per ytenhet i vektorn S:s riktning. Detta ses klarare om vi inte-
grerar (1.14) 6ver en volym V, randyta S och utatriktad normal n, se figur 1.1, och
anvander divergenssatsen.

[/SmfldS:/V//V-de
:_///[H.%_?+E.3a_ﬂ dv_/v/ E.-Jdv

Termerna tolkas pa foljande sétt:

(1.15)

e Vinstra ledet:
/ / S-hdS
s

ger den totalt utstralade effekten, dvs. energi per tidsenhet, genom ytan S,
buren av det elektromagnetiska faltet.

11 John Henry Poynting (1852-1914), engelsk fysiker.
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e Hogra ledet: Effektflodet ut genom ytan S kompenseras av tva bidrag. Den
forsta volymsintegralen i hogra ledet

0 9
///[H-aB%—E-aD dv
Vv

anger den till det elektromagnetiska filtet i V' bundna effekten!'?. Den andra
volymsintegralen
/ / E-Jdv
7

anger arbetet per tidsenhet, dvs. effekten, som det elektriska faltet utrattar pa
de fria laddningsbéararna.

Ekvation (1.15) uttrycker déirfor energibalans'®.

Genom S utstralad effekt + effektforbrukning i V/
= — effekt bunden till det elektromagnetiska féltet

I hérledningen ovan antog vi att volymen V' inte skar nagon yta dar filten vari-
erade diskontinuerligt, t.ex. en gransyta mellan tva material. Om skiljeytan S &r en
gransyta mellan tva olika material, se figur 1.2, géller att Poyntings vektor i material
1 nédra gransytan ar

51:E1><H1

medan Poyntings vektor nédra grinsytan i material 2 &r
S 9 = E2 x H 2
Randvillkoren vid gransytan ges av (1.12).

’fLXEl:'fLXEQ
ﬁXleﬁXHz—i—JS

Vi skall nu visa att effekten som det elektromagnetiska féltet transporterar genom
skiljeytan &r kontinuerlig. Med andra ord att

//51.ﬁdSZ//SQ-ﬁdS—//EQ-Jst (1.16)
s S o

dér ytan S dr en godtycklig del av grinsytan. Notera att enhetsvektorn n ér riktad
fran material 2 in i materialet 1. Den sista ytintegralen anger effektutvecklingen, som
det elektriska faltet utrdttar pa de fria laddningsbérarna i skiljeytan. Finns det inga
ytstrommar i griansytan dr normalkomponenten av Poyntings vektor kontinuerlig
over gransytan och vi far effektkonservering over grénsytan. Det &r egalt vilket

12Effektforbrukningen for att polarisera och magnetisera materialet innefattas i denna term.
I3Egentligen effektbalans.
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elektriskt filt som ingar i den sista ytintegralen i (1.16), eftersom ytstrommen Jg
ar parallell med ytan S och det elektriska féltets tangentialkomponent &r kontinuerlig

vid gransytan, dvs.
//ElJSdS://EQJst
s

S

Vi visar (1.16) ldttast genom cyklisk permutation av de ingaende vektorerna och
genom att anvianda randvillkoren.

'fI,'Sl:'fI,'(ElXH1>:H1'(ﬁXE1):H1'(ﬁXE2)
:—EQ'(ﬁXH1>:—E2'(’flXH2+JS)
:'fl'(EgXHQ)—EQ'JS:'fl'SQ—EQ'JS

Integrerar vi detta uttryck over skiljeytan S far vi ekvation (1.16).

1.2 Tidsharmoniska falt

Fouriertransformen (i tiden) av ett vektorfilt, t.ex. det elektriska filtet, E(r,t),
definieras som

E(r,w) = / E(r, 1)e dt

med invers transform
1 & -
Elrt)=— FE —wt

Pa liknande sétt definieras Fouriertransformen av alla de 6vriga tidsberoende vektor-
och skalérfalten. For att undvika klumpiga beteckningar anvénds samma symboler
for det fysikaliska filtet E(r,t), som for det Fouriertransformerade faltet E(r,w).
I de allra flesta fall framgar det av sammanhanget om det fysikaliska eller det
Fouriertransformerade féltet avses. I tveksamma fall skrivs tidsargumentet t eller
(vinkel-)frekvensen w ut, och pa sa sitt anges vilket filt som asyftas. Notera att det
fysikaliska faltet E(r,t) alltid dr en reell storhet, medan det Fouriertransformerade
filtet E(r,w) i allménhet dr komplext.

Eftersom de fysikaliska filten alltid &r reella storheter medfér detta att Fourier-
transformen for negativa w ar relaterad till Fouriertransformen for positiva w. Att
E-faltet ar reellvéart innebir att

/ E(r,w)e ™" dw = {/ E(r,w)e ™! dw}

innebar komplexkonjugering. For reella w géller saledes

*

dar

/ E(r,w)e_wdw:/ E*(’r,w)ewtdw:/ E*(r,—w)e “dw
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dér vi i den sista integralen gjort en variabeltransformation w — —w. Dérmed géller
for reella w att
E(r,w)=FE*(r,—w)

Néar det tidsberoende filtet skall konstrueras fran Fouriertransformen ricker det
saledes att endast integrera 6ver de icke-negativa frekvenserna. Genom variabelbytet,
w — —w, och utnyttjande av villkoret ovan far vi namligen

1 [~ ,
E(r,t)= %/ E(r,w)e ™ dw
1 0

) 1 o0 )
= E(r,w)e ™ dw+ — / E(r,w)e ™" dw
2m Jo

2 J_ o
1 > ) )
=5 [E(r,w)e”™" + E(r,—w)e™'] dw
T Jo
1 > —iwt * iwt 1 = —twt
= — [E(r,w)e™™" + E*(r,w)e™'] dw = —Re E(r,w)e ™" dw
2 0 ™ 0

dér Re anger realdelen av det efterkommande komplexa uttrycket, som i detta fall
ar hela integralen. Det ricker saledes att integrera Over de positiva frekvenserna
och att sedan ta realdelen av integralen. Motsvarande villkor géller givetvis for alla
ovriga Fouriertransformerade falt som vi anvénder. Falt med ett rent harmoniskt
tidsberoende ér i manga tillimpningar speciellt intressanta. Tidsharmoniska falt har
komponenter vars tidsberoende kan skrivas pa formen

cos(wot — )

Vi anvinder oss i detta fall av samma transform som i jw-metoden, dvs. ett skalért
falt V(r,t) = Vo(7) cos(wt + a(r)) transformeras till frekvensplanet enligt regeln

Vr,t) = Vo(r)cos(wt + a(r)) — V(r)= V’O(,r.)e—ia('r)
Den inversa transformen ges av
Vir) — V(r,t)=Re{V(r)e ™'}
Ett allmént tidsharmoniskt komplext filt ges av
E(r) = 2E,(r) + yE,(r) + 2E.(r)
= &| By (r) e + g|E,(r)]e”") + 2| B.(r) |

dar a(r), B(r) och v(r) &r komponenternas fas. Detta filt transformeras till tids-
planet genom
E(r,t) =Re{E(r)e ™"}
= {&|E,(r)| cos(wt — a(r)) + | E,(r)| cos(wt — B(r)) (1.17)
+ 2|E.(r)| cos(wt — (7)) }
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Exempel 1.1
Man kan dven konstruera tidsharmoniska filt med Fouriertransformen. Tag ndmligen

B(r.) = n{ 0w — ) DBulr) + 9, (r) + 2E(r)
+6(w+wo) [E;(r) + 9B (r) + 2E5(r)] }
= w{fxw = wo) [ @l Ex (r)[e) + 1B, (1)) + 2[ B (r)] "]
+ 3w + wo) |2l B (r)|e ™) + 1B, (r)]e™ ) + 2| B, (r)e )] }

dér wp > 0 och dér §(w) ar Diracs deltafunktion. Notera ocksa att denna transform upp-
fyller E(r,w) = E*(r, —w), som ir kravet pa ett reellt filt. Efter invers Fouriertransform
far vi det fysikaliska filtet

E(r,t) :% /_OO E(r,w)e” ™ dw = {&|E,(r)| cos(wot — au(r))+
YIE,(r)| cos(wot — B(r)) + 2|E(r)| cos(wot — 7(r)) }

Vi ser att detta dr samma filt som i (1.17).

1.2.1 Maxwells fialtekvationer

Ett forsta steg i var analys med tidsharmoniska filt blir att transformera Max-
wells ekvationer (1.1) och (1.2) till frekvensplanet. Oavsett om vi transformerar
med Fouriertransformering eller med jw-metoden géller % — —iw och saledes

V x E(r,w) =iwB(r,w) (1.18)
VxH(rw) =Jrw) —iwD(r,w) (1.19)

Det implicita harmoniska tidsberoendet exp{—iwt} &r underforstatt i dessa ekvatio-
ner, dvs. de fysikaliska falten &r

E(r,t) = Re {E(r,w)e ™"}

Samma konvention tillampas for alla tidsharmoniska falt. Notera att de elektromag-
netiska filten E(r,w), B(r,w), D(r,w) och H(r,w), jaimte stromtitheten J (7, w)
i allménhet 4r komplexa storheter.

Kontinuitetsekvationen (1.3) transformeras pa liknande sétt

V-J(r,w) —iwp(r,w) =0 (1.20)
De tva aterstaende ekvationerna fran avsnitt 1.1.1, (1.4) och (1.5), 6vergar i

V- B(r,w) =0 (1.21)
V. D(r,w) = p(r,w) (1.22)
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Bada dessa ekvationer &r en konsekvens av (1.18) och (1.19) och kontinuitetsekva-
tionen (1.20) (jamfor avsnitt 1.1.1, sidan 3). Tag némligen divergensen pa Maxwells
faltekvationer (1.18) och (1.19) vilket ger (V- (V x A) =0)

iwV - B(r,w) =0
iwV-D(r,w) =V -J(r,w) =iwp(r,w)

Division med iw (férutsatt att w # 0) ger sedan (1.21) och (1.22).

I elektrolitteraturen #r tidskonventionen exp {jwt} vanligt forekommande. Man
transformerar latt fran den ena konventionen till den andra genom att byta i «» —j
i alla formler.

1.2.2 Poyntings sats

I detta avsnitt undersoker vi vilka speciella forhallanden som géller for Poyntings
sats i det fall vi har tidsharmoniska forlopp.

I avsnitt 1.1.3 hérledde vi Poyntings sats, se (1.14) pa sidan 9.
0B(t) ; 0D(t)

ot - =5

Vi har hér valt att undertrycka filtens rumsberoende och endast skriva ut tidsbe-
roendet t, eftersom vi betraktar en fix rumspunkt .

Ekvationen beskriver effektkonservering och innehaller produkter av falt. Vi &r
hér intresserade av att studera tidsharmoniska falt, och den storhet som da &r av

storst intresse dr tidsmedelviirdet 6ver en period!. Tidsmedelviirdet betecknas med
<-> och for Poyntings sats far vi

0B(t) 0D(t) _
> + <E(t) - 5 +<E(t)-J(t)>=0

De olika produkttermerna blir efter medelvardesbildning

V-S(t)+ H(t) - FE()-J(t) =0

<V-St)>+<H(t)-

[ <S(t)>= %Re{E(w) « H*(w)}

<H(b)- ag—fk— %Re{in(w) B ()}
oo 1 (1.23)
<E(t) - 5 =5 Re{iwE(w) - D*(w)}

<E(t) J(t)>= %Re (B(w)- J'(w)}

\

4 Tidsmedelvirdet av produkten av tva tidsharmoniska filt fi() och fo(t) fas litt genom att
bilda medelvirdet 6ver en period T = 27 /w.

<fa(t / i) fa(t **/ Re { fi(w)e ™"} Re { fo(w)e ™"} dt
€ / {F@) fa@)e™ 2 + f1 (W) f5 (@)e¥ ! + Fi(w) f5 (@) + 1 (@) fow)} dt
= L AW@E @+ F @A) = 1 Re () )
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Poyntings sats (effektbalans) for tidsharmoniska filt, medelvirdesbildad 6ver en
period, far foljande utseende (<V - S(t)>= V- <S(t)>):

V- <S(t)> +% Re {iw [H (w) - B*(w) + E(w) - D*(w)]} + %Re {E(w) -J(w)} =0

Av speciellt intresse ar fallet utan strommar, J = 0. Poyntings sats forenklas da
till
1
V- <S(t)> = —3 Re{iw[H(w) - B*(w) + E(w) - D*(w)]}
w
= —{B"w)- H(w) - B(w) H"() (1.24)

+ E(w)- D'(w) — B(w)" - D(w)}

dér vi anviint Rez = $(z + z%).

1.2.3 Polarisationsellipsen

Ett tidsharmoniskt félts polarisation kan beskrivas geometriskt. Vi kommer i detta
avsnitt att visa att alla tidsharmoniska filt svinger i ett plan och att filtvektorn
foljer kurvan av en ellips. Framstéllningen &r koordinatoberoende, vilket &r en styrka,
eftersom vi da kan analysera ett falts polarisation utan att referera till nagot specifikt
koordinatsystem.

Om vi betraktar det tidsharmoniska féltet E(¢) i en fix punkt i rummet géller
att filtets funktionsberoende av tiden &r

E(t) = Re {Ege ™"} (1.25)

De rumsberoende koordinaterna r skrivs inte ut i detta avsnitt. I ekvation (1.25) &r
E en konstant komplex vektor (kan bero pa w) vars kartesiska komponenter &r

EO = QA'JEOx + QEOy + 2E0z = i|E()z|6ia + @|E0y’6iﬂ + 2|E02|6h

och «, B och ~ &r komponenternas komplexa argument (fas).

Det forsta vi observerar ar att vektorn E(t) i (1.25) hela tiden ligger i ett fixt
plan i rummet. Vi inser detta om vi uttrycker den komplexa vektorn E i tva reella
vektorer, E;, och E,.

E, = Ey, + iEy;

De reella vektorerna Eg, och Ey, ar fixa i tiden, och deras explicita form &r

E,, = z|Ey,|cosa + y|Ey,| cos § + 2| Ep,| cosy
E\; = &|Ey,|sina + y|Eoy| sin § + 2| Ep.|sinvy

Vektorn E(t) i (1.25) kan nu skrivas

E(t) =Re {(Eo, +iEy) e "'} = Ey, coswt + Eq; sinwt (1.26)
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vilket medfor att vektorn E(t) ligger i det plan som spénns upp av de reella vektor-
erna FE,, och E, for alla tider ¢. Normalen till detta plan &r

. Ey x Ey,
n=+——
|Eo, % Eo|

forutsatt att Eq, x Ey; # 0. 1 det fall E,, x Ey; = 0, dvs. de tva reella vektorerna
E\, och E; ar parallella, sa svinger E-filtet langs en linje och nagot plan kan inte
definieras.

De reella vektorerna Ey, och Ej;, som spanner upp det plan i vilket vektorn E(t)
svanger, ar i allménhet inte ortogonala mot varann. Det &r praktiskt att arbeta med
ortogonala vektorer. Vi forsoker déarfor ur vektorerna FEq, och Eq; konstruera tva
nya reella vektorer, a och b, som &r vinkelrdta mot varann och som spénner upp
samma plan som vektorerna E,, och Eg;. Infér en linjar transformation

a = FEy,cosx + Ey;sin
b= —F,,sinx + Ey,cosy

dér vinkeln x € [—n/4,7/4] + nw/2, n =0,£1,%2,..., definieras av

2E, - Ey,
’E0r|2 - ’EOiP

tan 2y =

Genom denna konstruktion dr a och b ortogonala, ty

a-b=(Eg.cosx + Ey;siny) - (—Ey,sinx + Ey; cos x)
— — (o, * — |Eoif?) sin x cos x + By, - Eg; (cosx — sin® )

1
= D) (|E07"|2 - |E0i|2) sin 2y + Ey, - Eg;cos2xy =0

enligt definitionen pa vinkeln y.
Vi kan l6sa ut E,, och Ey,; ur transformationen ovan. Resultatet blir

Ey, = acosy —bsiny
Ey, =asiny + bcosx

dvs.
Ey= E,, +iE; = (acosx — bsiny) +i (asiny + bcosy) = eX(a +ib) (1.27)
Insatt i (1.26) far vi

E(t) = Ey, coswt + Eg; sinwt
= (acosy — bsin x) coswt + (asin x + bcos ) sinwt (1.28)
= a cos(wt — x) + bsin(wt — x)
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Figur 1.4: Polarisationsellipsen och dess halvaxlar a och b.

Vektorerna a och b kan saledes anvéndas som ett rétvinkligt koordinatsystem i
det plan i vilket E-féltet svinger. Vidare ger en jamforelse med ellipsens ekvation i
zy-planet (halvaxlar a och b ldngs z- respektive y-axeln)

T = acos ¢

y =bsing
och (1.28) att E-filtet foljer en ellips i det plan som spénns upp av vektorerna a
och b. Dessa vektorer beskriver ellipsens halvaxlar bade till riktning och ldngd, se
figur 1.4. Fran (1.28) ser vi dessutom att E-filtet &r riktat lings halvaxeln a da
wt = x + 2nm, och att E-faltet ar riktat ldngs den andra halvaxeln b da wt =
X + 7/2 + 2nm. Vinkeln y anger var pa ellipsen E-filtet ar riktat vid tiden ¢ = 0,

dvs.
E(t=0)=acosx —bsiny

och E-vektorn ror sig langs ellipsen i riktning fran a till b (kortaste véigen). Vek-
torerna a och b beskriver E-vektorns polarisationstillstand fullstandigt, sa nér som
pa fasfaktorn x.

Vi kommer nu att klassificera det tidsharmoniska féltets polarisationstillstand.
Vektorn E(t), som svéinger i ett plan ldngs en elliptisk bana, kan antingen rote-
ra med- eller moturs. Utan en prefererad riktning i rymden blir omloppsriktning-
en ett relativt begrepp, beroende pa vilken sida om svingningsplanet vi betraktar
forloppet. Vi kommer att ur det elektromagnetiska féltets effekttransportriktning
definiera en prefererad riktning. Hittills har filtet E(t) varit symbol for vilket god-
tyckligt tidsharmoniskt vektorfalt som helst. Nu betraktar vi speciellt de elektriska
och magnetiska félten, E(t) och H(t), som bada roterar i elliptiska banor i tva, i
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ie- (Ey x E{) | Polarisation
=0 Linjar
>0 Hoger elliptisk
<0 Vinster elliptisk

Tabell 1.1: Tabell 6ver ett tidsharmoniskt filts olika polarisationstillstand.

allménhet skilda, plan. Motsvarande komplexa faltvektorer betecknar vi

E, = Ey, +1iEy;
H,=H,, +iHy;

Medelvirdet av Poyntings vektor, (1.23) pa sidan 14, ger oss foljande uttryck:
Ey. x Hy, + Eo; X Hy,
2
Definiera nu en enhetsvektor €, med vilken vi kan klassificera rotationsriktningen

hos polarisationsellipsen'®.

1
<S(t)>: §Re {Eo X HS} =

Ey. x Hy, + Ey; x Hy,
|Eo, x Hy, + Ey; x Hy,|

Faltets polarisationstillstand klassificeras nu enligt virdet pa e-komponenten pa
iEyx Ey=2E, x Ey; = 2a x b, se tabell 1.1. Féltvektorn roterar antingen moturs
(hogerpolarisation) eller medurs (vénsterpolarisation) i a-b-planet om vi antar att
é pekar mot observatoren!®. Det degenererade fallet da vektorerna Ej, och E; &r
parallella innebér att faltvektorn ror sig ldngs en linje genom origo, dédrav namnet
lingdr polarisation eller plan polarisation. Den linjira polarisationen kan vi se som
ett specialfall av elliptisk polarisation, déar en av ellipsens halvaxlar &r noll och
karakteriseras av att Ey x Ej = 0. For hoger (vinster) elliptisk polarisation roterar
faltet moturs (medurs) runt i a-b-planet om é-axeln pekar mot betraktaren, se
figur 1.5.

Ett specialfall av elliptisk polarisation ar sarskilt viktigt. Detta intréaffar da ellip-
sen &r en cirkel och vi har i sa fall cirkuldr polarisation. Om polarisationen ar cirkulér
kan kvantitativt avgoras genom att testa om Eq - Eog = 0. Med hjélp av (1.27) och
ortogonaliteten mellan a och b far vi

Ey - E,=¢*X(a+1b) - (a+ib) = ¢ (Ja|* - |b]%)

e =

Polarisationsellipsen ar saledes en cirkel, |a| = |b|, om och endast om E, - E, =
0. Rotationsriktningen avgors genom tecknet pa ie - (Ey x Ey). Hoger (vénster)
cirkuldr polarisation forkortas ofta RCP (LCP) efter engelskans Right (Left) Circular
Polarization.

15Vi undantar hir det rent patologiska fallet da Ey, och Hy, respektive Ey; och Hy, ir paral-
lella.

16T den tekniska litteraturen forekommer #ven omvind definition pa hoger- respektive vinster-
polarisation. Exempel pa omvind definition &r: Jackson [8], Stratton [17] och Van Bladel [18]. Vi
anvinder samma definition pa hoger- respektive vénster-polarisation som t.ex. Kong [10], Cheng [4]
och Kraus [11]. Var definition §verensstimmer med IEEE-standard.
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Hoger
~_—\ Vanster
E(t)
® eL
|

Figur 1.5: Polarisationsellipsen och definition av hoger- och vanster-polarisation.
Vektorn e, &r enhetsvektorn e:s komponent vinkelrétt mot planet i vilket E(t)
svanger.

1.3 Materialbeskrivning

I detta avsnitt behandlas endast enkla isotropa material med dispersion. Ett isotropt
material har samma (mikroskopiska) egenskaper i alla riktningar. En mer fullsténdig
beskrivning av de konstitutiva relationerna finns t.ex. i Ref [12].

1.3.1 Konstitutiva relationer

Polarisationen P(r,w) i ett material &r ett matt pa de bundna laddningarnas
jamviktsforskjutningar. I ett isotropt material antar vi att polarisationen P(r,w) &r
proportionell mot det palagda makroskopiska elektriska filtet E(r,w). Pa motsva-
rande sitt antas att materialets magnetisering M &r proportionell mot det magne-
tiska faltet. De grundldggande antagandena &r

P(r,w) = eyxe(r,w)E(r,w)
M(r,w) = xu(r,w)H(r,w)

Funktionerna x.(7r,w) och xu(7r,w) beror i allménhet pa r och w och kallas for ma-
terialets elektriska respektive magnetiska susceptibilitetsfunktion. Notera att mate-
rialets isotropa egenskaper dr definierade pa mikroskopisk niva och strider inte mot
att materialets susceptibilitetsfunktioner (makroskopiskt definierade storheter) &r
rumsberoende.

De elektriska respektive magnetiska flodestdtheterna D och B blir, se (1.6) och
(1.7) pa sidan 4,

D(r,w) = P(r,w) + ¢E(r,w) = eo(1 + xe(T,w)) E(r,w)
B(T’w) = MO(M(T'?U‘)) + H(T7w)) = MO(l + Xm(’r,w))H(r,w)
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eller

{D(r,w) = coe(r,w) E(r,w) (1.29)

B(r,w) = pop(r,w)H (r,w)

dér vi infort dielektricitetsfunktionen (permittivitetsfunktionen) e(r,w) och permea-
bilitetsfunktionen pu(r,w).

e(r,w) =14 xe(r,w)

p(r,w) =1+ xm(r,w)
Dessa samband kallas for de konstitutiva relationerna for det isotropa materialet.
Materialets makroskopiska elektriska och magnetiska egenskaper beskrivs saledes
av tva funktioner e(r,w) och u(r,w). Notera att funktionerna e(r,w) och pu(r,w)
i allmédnhet dr komplexviarda. Ett material vars dielektricitetsfunktion e(r,w) eller
permeabilitetsfunktion p(7,w) beror pa w uppvisar dispersion och kallas ett disper-
sivt material.

I material med lattrorliga laddningsbérare infor vi en ledningsformaga o(r, w)
for att beskriva dessa lattrorliga laddningsbérares dynamik. Stromtéatheten J ar i
denna modell proportionell mot det elektriska féltet, och gar under namnet Ohms
lag.

J(r,w)=o(r,w)E(r,w)

Det ar alltid mojligt att inkludera dessa effekter av léattrorliga laddningsbérare i
dielektricitetsfunktionen, genom att inféra en ny dielektricitetsfunktion e,y.

g

ny — €gamma | —— 1.30
oy = Commmat + i~ (1.30)
Hogerledet i Amperes lag (1.19) &r ndmligen

J —iwD = o F — iwepegamma B = —twepeny B

och
V x H(r,w) = —iwegeny E

V x H(r,w) = 0 FE — iwep€gamma X
blir identiska. Ledningsformagan innebér saledes ett tillskott till den komplexa di-
elektricitetsfunktionen €gammal-

Maxwells féltekvationer, se (1.18) och (1.19), for isotropa material kan ddrmed
alltid skrivas pa foljande form mha. (1.29):

{v x B(r,w) = iwpop(r,w) H(r,w) (1.31)

V x H(r,w) = —iwepe(r,w) E(r,w)

dér effekterna fran eventuellt lattrorliga laddningsbéarare inkluderas i dielektricitets-
funktionen e(r,w).
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Vi ser ocksa att den andra ekvationen i (1.31) 6vergar i den forsta, och vice versa,
om vi gor foljande byten:

B(r,w) — (uow))mﬂ(r’w)

coe(w)

e — - (755) st

dir € och p antagits vara oberoende av rumsvariabeln r (homogena material). En
sadan transformation kallas en dual transformation.

I ekvation (1.31) kan vi eliminera det magnetiska féltet och fa en ekvation i
endast det elektriska filtet. Vi astadkommer detta genom att ta rotationen pa den
oversta ekvationen och sedan utnyttja bada ekvationerna. Vi far med riknereglerna
for nabla-operatorn V x (pa) = (Vo) x a + ¢(V x a):

V x(V x E(r,w)) =iwueV X (u(r,w)H(r,w))

:% x (V x E(r,w)) + f—gu(r,wk(rvw)E(r’“)

dar ¢y ges av ¢g = 1/,/€opio. Vi skriver denna ekvation for det elektriska féltet som:

V % (V x E(r,w)) — % X (V x E(r,w)) — ‘;—%u(r,w)e(r,w)E(r,w) ~0

Med liknande rakningar far vi en ekvation for det magnetiska filtet genom att
eliminera det elektriska féltet fran (1.31):

Vx(VxH(rw)-— % x (Vx H(r,w)) — i—gu(r,w)e(r,w)ﬂ(r,w) =0

Sa hér langt i avsnittet har vi antagit att materialparametrarna e och p kan bero
pa rumsvariablerna r (inhomogent material). I manga tillimpningar dr materialet
homogent, dvs. materialparametrarna e och u beror ej pa rumsvariablerna. For ett
homogent material férsvinner mellantermen.

Vx(VxE(rw)-— ucj—g,u(w)e(w)E(r,w) =0

V x (V x H(r,w)) (w)e(w)H(r,w) =0

Ytterligare forenklingar i dessa ekvationer kan erhallas for ett homogent material.
Tag divergensen pa ekvationerna i (1.31). Da ser vi att for ett homogent material

V- -E(r,w)=0
{ V-H(r,w)=0 (1.32)
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(jfr hérledningen av (1.21) och (1.22) pa sidan 13) forutsatt att w > 0. Anvind
V x (V x a) = V(V -a) — V2a och skriv om ekvationerna for det elektriska och
magnetiska filtet i ett homogent material som:

V2E(r,w) + w—j,u(w)e(w)E(r,w) =0
, (1.33)

V2H (r,w) + (wW)e(w)H (r,w) =0

_2M
€o

Denna form pa ekvationerna &r speciellt anvindbar da vi i senare kapitel skall ana-
lysera vagutbredning i vagledare och optiska fibrer.

Exempel 1.2
I detta exempel beskrivs den s.k. Lorentzmodellen eller resonansmodellen. Den ar mycket
anvind som modell for fasta &mnen med bundna laddningsbérare.

Vi antar att materialet bestar av bundna laddningsbérare (vanligtvis elektroner), som
vixelverkar med sina atomkérnor. Atomerna kan vara ordnade i en gitterstruktur, men
behover inte nodvéandigtvis vara det. Amorfa &mnen dr saledes dven ténkbara.

Laddningsbirarna, med laddning ¢ och massa m, antas paverkas av tre olika krafter:

1. En elektrisk kraft F'; = gF fran ett yttre elektriskt filt E.

2. En aterféorande harmonisk kraft proportionell mot laddningens forskjutning fran
jamviktsliget, Fa = —mw3(r)r, dir wo(r) > 0 #r den s.k. harmoniska frekvensen
och r &r laddningens forskjutning fran jimviktslaget.

d

3. En friktionskraft proportionell mot laddningens hastighet %r, F3 = —my(r)gr,

déar v(r) > 0 ar kollisionsfrekvensen.

Rorelselagen (Newtons andra lag) for laddningsbdrarna ger

2

d d
moaT = Fi+Fy+ F3=qE — mwi(r)r — mu(r)%r

eller P p
il el 2 _ g
oL +v(r) i + wi(r)r

Infor polarisationen P hos materialet, definierad genom

dir N(r) #r antalet laddningsbérare per volymsenhet!”. Rorelseekvationen kan nu skrivas

o1m som
&2 d )

@P(r,t) + V(r)aP(r,t) + wi(r)P(r,t) = - E(r,t)
eller med tidsberoendet exp{—iwt}
N 2
—sz(r,w) —iwv(r)P(r,w) + wg(r)P(r,w) = (;)q E(r,w) (1.34)

ITVi antar att denna storhet &r konstant i tiden, vilket #r en approximation.
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Figur 1.6: Variationen hos dielektricitetsfunktionen €(A) i odopat kvartsglas (hel-
dragen linje) och Germaniumdioxiddopat kvartsglas (streckad linje) som funktion
av vakuumvagldngden A i intervallet [1.25,1.6] ym.

med 16sning
2
eows (1)
P = £ E
(r,w) wi(r) — w? — iwv(r) (r,w)

dér wy(r) = y/% ar materialets plasmafrekvens.
Om vi nu infér sambandet mellan polarisation P(r,w) och elektrisk féltstyrka E(r,w)

P(r,w) =D(r,w) —eE(r,w) =€ (e(r,w) — 1) E(r,w)

sa kan vi identifiera dielektricitetsfunktionen e(r,w) for Lorentzmodellen. Resultatet blir

i )
e(r,w) =1+ wi(r) — w? —dwr(r)

eller uttryckt i vakuumvaglangden A = 2mcy/w

‘UZ(T') )\2
wp ()
e(r,A) =1+ ° : v(r)
A2 — N\3(r) — Z)‘O(T))‘wo(r)
dér resonansvaglingden \g definieras av
2mcy
Xo(r) =
o(r) o)
||
Exempel 1.3

Inom optiska fibrer &r kvartsglas viktigt. Dielektricitetsfunktionen e(\) varierar i odopat
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i a;(odopat) Ag; pm (odopat) a;(dopat) Ag; um (dopat)
1 0.696750 0.069066 0.711040 0.064270
2 0.408218 0.115662 0.451885 0.129408
3 0.890815 9.900559 0.704048 9.425478

Tabell 1.2: Koefficienterna i den analytiska approximationen av dielektricitets-
funktionen €(\) for kvartsglas i vagliangdsintervallet [1.25,1.6] pm.

och Germaniumoxiddopat kvartsglas som funktion av vakuumvaglingden A enligt figur 1.6.
Dessa kurvor dr en analytisk approximation av dielektricitetsfunktionen €(\). Approxima-
tionen ges som en summa av tre forlustfria Lorentzmodeller!®

3 a;\2
eAN) =1+ —
PR

dir a; = wp% /wozz. Koeflicienterna i denna approximation, se tabell 1.2, dr funna genom
numerisk anpassning till en experimentell kurva. Notera att denna approximation av di-
elektricitetsfunktionen €(A) dr en summa av tre termer, som alla dr Lorentzmodeller utan
forluster. Wl

1.3.2 Aktiva, passiva och forlustfria material

I avsnitt 1.2.2 hérledde vi Poyntings sats for tidsharmoniska filt, se (1.24) pa si-
dan 15. Om vi sétter in de konstitutiva relationerna fran ekvation (1.29) i Poyntings
sats far vi

w

V- <S(t)>=— “{ o’ (@) H' (@) - H(w) = pop(w) H(w) - H* (@)

+ " (W) E(w) - B*(w) — coe(w) E* (w) - E(w)} (1.35)

=— S {Ime w)|? + Tm pu(w)n | H ()]}

Hir har vi infort beteckningen |E(w)|* = E(w)- E*(w) och motsvarande beteckning
for det magnetiska filtet, samt 1y = /o /€o for vagimpedansen i vakuum.

Kvantiteten —V- <S(t)> anger medelviirdet pa den effekt som det elektromag-
netiska faltet avger till materialet per volymsenhet. Aktiva, passiva samt forlustfria
material for tidsharmoniska félt kan nu definieras med hjilp av detta medelvérde.
Ett material &r

passivt om V- <S(t)> <0
aktivt om V-<S({t)>>0
forlustfritt om V-<S8(t)>=0

8Detaljer finns att himta hos J.W. Fleming, ”Material dispersion in lightguide glasses,” Electro-
nics Letters, 14(11), 326-328 (1978).
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for alla falt {E, H} # {0,0}. En volymsintegrering av V- < S(t) > 6ver en volym V'
med randyta S (utatriktad normal n) ger mha. divergenssatsen foljande alternativa
definitioner:

Passivt material // <S(t)>ndS <0
S

Aktivt material // <S({t)>ndS >0
S

Forlustfritt material // <S(t)>ndS =0
S

Dessa definitioner innebér att i ett passivt material ar alltid utstralad effekt i
medeltal negativ, [[; <S8(t)> ndS < 0, medan i ett aktivt &r den positiv ge-
nom att elektromagnetisk energi skapas (genom icke-elektromagnetiska kéllor). I ett
forlustfritt material forblir den utstralade effekten Gver en period noll.

For passiva material maste funktionerna e och p i de konstitutiva relationerna
i (1.29) uppfylla vissa villkor. Fran (1.35) ser vi att ett passivt material implicerar

att
wlme(w) >0
wlm p(w) >0

eftersom félten E(w) och H (w) kan viljas godtyckligt. For positiva w innebér detta

att
I >0
me(w) w>0 (1.36)
Im p(w) > 0

Pa samma sitt maste funktionerna e och p i de konstitutiva relationerna i (1.29)
uppfylla vissa villkor for forlustfria material. Resultatet blir i detta fall

{ Ime(w) =0

m o) = 0 (1.37)

eftersom filten E(w) och H(w) kan véljas godtyckligt. I ett forlustfritt material &r
saledes € och pu reella storheter. Notera att detta géller for en specifik frekvens. For
en annan frekvens kan samma material vara passivt eller aktivt.

1.3.3 Plana vagor

I detta avsnitt kommer vi att studera speciella l6sningar till Maxwells féltekvationer
i homogena material. Losningarna antar vi kan skrivas som realdelen av ett kom-
plexvart falt. Ansatsen ar

E(r,t) =Re {E(k,w)ei(k'r_w)}

dar vektorn k kan tillatas ha komplexa komponenter. Vi kan uttrycka vektorn k i
tva reella vektorer, k' och k" (real- och imaginérdel)

k=k +ik"
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Det fysikaliska féltet E(7,t) blir med dessa beteckningar

E(r,t) =Re {E(kz,w)e‘k"”"ei(k,"“_“t)}
= &| B, |le """ cos(0 + o) + Y| E,le* " cos(6 + B) (1.38)
+ 2|E.|le*"" cos(6 + )

dar fasen 6 och den komplexa vektorn E(k,w) &r

0=k -r—uwt
E(k,w) = &E, + yE, + 2E. = &|E,|e" + §|E,|e” + 2| E.|e"
Losningar till Maxwells faltekvationer vilkas rums- och tidsberoende &r av typen

ez(k‘r—wt)

kallas plana vagor. Beteckningen plana vagor kommer av att alla punkter i rummet
som uppfyller
K - r = konstant

definierar ett plan i tre dimensioner med normalriktning K=K /K, dar K &r en
reell vektor med langd K. Fran ekvation (1.38) foljer att

k" - r = konstant

definierar ett plan pa vilket vagen har konstant amplitud, och k" #r vinkelrdt mot
detta plan'®. Den plana vagen ddmpas exponentiellt i k”:s riktning, medan den
vixer exponentiellt i motsatt riktning. Pa samma sétt definierar

k' -r = konstant

ett plan pa vilket fasen dr konstant och k' ar vinkelréit mot detta plan. Om vektorerna
k' och k" &r parallella och riktade at samma hall, sammanfaller plan med konstant
amplitud och fas, och den plana vagen kallas homogen, vilket d&ven inkluderar fallet
k" = 0. I annat fall kallas den plana vagen inhomogen.

En rad definitioner och beteckningar visar sig nu lampliga att inféra. Vektorn k
kallas vagens vaguvektor eller k-vektor. Langden pa k-vektorns real- och imaginardelar
betecknar vi k' = |k'| respektive k" = |k"|. For plana homogena vagor (vektorerna
k' och k" parallella och riktade at samma hall) anviinder vi beteckningen k = k' +ik”
och for dessa vagor géller

k= kk = k(K +ik")
dér k &r k' och k":s gemensamma enhetsvektor. Det komplexa talet k kallas vagens
vagtal. Notera att med denna definition pa homogena plana vagor ar bade k" och k"
icke-negativa reella storheter.

YMed amplitud hos den plana vagen menar vi hir amplituden pa den komplexa vektorn
E(k,w)e *"r.
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Lat r vara avstandet fran origo till ett plan med konstant fas vid en viss tid ¢.
Vid en senare tidpunkt ¢ + At ar avstandet till detta plan r+ Ar, och vi har féljande
samband:

E'r —wt =K (r+ Ar) —w(t + At)

vilket betyder att plan med konstant fas utbreder sig i vektorn k':s riktning med en

hastighet v definierad av
Ar  w

TALT W
Hastigheten v kallas den plana vagens fashastighet.
Plan k' - 7 = konstant som #r separerade med avstandet A\, dar A = 27 /K, har
ocksa samma falt vid en given tidpunkt, ty

exp [’43/ : (T + )ngr> — wt} = e expi[k' T — wt] = expi [k - T — wi]

Avstandet \ kallas den plana vagens wvdglingd. Vagen utbreder sig saledes i k'-
vektorns riktning med hastigheten v, frekvensen w/27 och vagliangden 27 /k’. Den
plana vagens dimpning bestdms, som vi sett, av k”-vektorns riktning och storlek.

Inforandet av planvagslosningar forenklar Maxwells faltekvationer hogst vésent-
ligt, eftersom de partiella derivatorna m.a.p. rumsvariablerna r 6vergar i algebraiska
uttryck. Maxwells féiltekvationer fér plana, tidsharmoniska vagor i ett kallfritt om-
rade (J = 0), se (1.18) och (1.19), blir

k x E(k,w) = wB(k,w) (1.39)
k x H(k,w) = —wD(k,w) (1.40)

ty V x E(r,t) — ik x E(k,w)expi[k-r — wt] och pa liknande sitt for V x H.
Genom Maxwells féltekvationer och materialets konstitutiva relationer far vi vill-

kor pa vilka vagvektorer som é&r tillatna eller moéjliga. Vagvektorns funktionsbero-

ende av (vinkel-)frekvensen w bestdms saledes av materialet. I ett isotropt material,

se (1.29), géller
D(r,w) = epe(w)E(r,w)
B(r,w) = pop(w)H (r,w)

Vi far omedelbart fran dessa konstitutiva relationer samt Maxwells faltekvationer,
(1.39) och (1.40), att

kx (kx E)=wkx B=uwuopk x H=—w*uouD

w2
= —wepuoepn B = —?euE
0

Vinstra ledet i denna ekvation kan skrivas om mha. BAC-CAB-regeln, som &ven
géller for komplexa vektorer. Resultatet blir

kx(kxE)=k(k E)—Ek k)= —E(k-k)
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eftersom k - E = 0 for isotropa material (foljer av de konstitutiva relationerna och
(1.40)). Vagvektorn k maste darfor uppfylla

2
k k=" eu
=0

eller om vi utvecklar skaldrprodukten (k = k' + ik")
W2
k/ . k/ _ k// . k:// + QZk/ . kl/ — ?EILL
0
Notera att € och p i allménhet dr komplexa funktioner av w. Detta ar den s.k. disper-
sionsekvationen for ett isotropt material. Om den plana vagen dr homogen, dvs. k =
(k' + ik")k, forenklas dispersionsckvationen till

2
k‘/2 . k//2 + 2%k'E" = w—E/L
&

eller
F(w) + ik (@) = = (elwhu())”

dér grenen av den komplexa kvadratroten ar vald sa att dess imaginérdel &r positiv.
Om det isotropa materialet dr forlustfritt, dvs. € och p &r reella kvantiteter (se
(1.37)), &r k" = 0 och vagen utbreder sig utan ddmpning i materialet.

Ofta anvinds beteckningen brytningsindex n(w) definierat av

co  cok'(w)

nw) = v(w)  w

I exemplet ovan med forlustfria, isotropa material ar

n(w) = Vew)pu(w)

Ovningar till kapitel 1

1.1 Det elektriska filtet i en punkt i rummet ges av
E(t) = ejacoswt + eabsinwt
dér a och b ar positiva, reella tal. Analysera polarisationstillstandet hos detta filt

om <S(t)> antas vara riktad lings és3 = é; X és.

1.2 Bestém en ekvivalent reell konduktivitet o(w) fér Lorentzmodellen, se sid 22, genom
att skriva dess permittivitet pa formen enligt Ekv. (1.30) dvs.

€ny = €gammal T iwﬁo

1.3 Man kan alltid superponera ett statiskt elektriskt falt E(r) med ett statiskt mag-
netiskt filt H (r) sa att stralningsvektorn S #r skild fran noll i ett omrade. A andra
sidan vet vi att ett statiskt filt inte kan strala effekt vilket tyder pa en konflikt med
Poyntings teorem. Ge en forklaring till denna (skenbara) konflikt.
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Sammanfattning av kapitel 1

Allmant tidsberoende falt

Maxwells ekvationer

oB
E=——
V x o
oD
H = —_—
V x J + 9
V-B=0

Laddningskonservering

0
V-J+8—§—0I

Lorentz-kraften

F:q{E+v><B}I

Randvillkor, allméint och ledare

nx (E;— Ey) = nxE =0
nx (Hy—Hy)=Jg nxH,=Jg
A (B, — By) =0 A By =0
n-(Dy — Dy) = pg n- D= pg
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Poyntings sats

0B oD
. H-=—+E -+ E.J=
V.-5+ 0t+ 8t+ J=0

S=FxH

Tidsharmoniska falt exp {—iwt}

Maxwells fialtekvationer

V x E(r,w) =iwB(r,w)
Vx H(r,w)=J(r,w) —iwD(r,w)

Laddningskonservering

Polarisationstillstand

E(t) =Re{E. e ™"}
E, = eX(a +ib)
=0 linjar polarisation
ie- (Eygx Ej) =< >0 hoger elliptisk polarisation

< 0 vénster elliptisk polarisation

E, - Ey = 0 cirkular polarisation
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Konstitutiva relationer

Maxwells filtekvationer, isotropa material

V x E(r,w) = iwpop(r,w)H (r,w)
V x H(r,w) = —iwepe(r,w) E(r,w)

Faltekvationer, inhomogena, isotropa material

Vu(r,w) y w?

Poyntings sats

V- <S(r)>= =22 {Ime(r,w) [B(r,w)* + Im a(r, w)nd | H (r,w)[*}

<8S(r,t)>= %Re {E(r,w) x H(r,w)*}
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Passiva material

Forlustfria material

Plana vagor

k=K +ik" vagtal

v = % fashastighet
2

A= ?” vaglingd

¢
n=— brytningsindex
v

K (w) +ik" (w) = ZJ—O (e(w)p(w))?  dispersionsrelation




Kapitel 2

Elektromagnetiska fialt med
prefererad riktning

langs en fix prefererad riktning, som hér véljs till positiva z-riktningen, och i en

vektor vinkelréitt mot denna riktning, dvs. z-y-planet. Vi tillampar denna upp-
delning pa Maxwells filtekvationer. I ett separat avsnitt analyserar vi lsningarna
till dessa ekvationer da fialten har ett speciellt z-beroende.

! detta kapitel kommer vi att dela upp ett godtyckligt vektorfilt i en komponent

2.1 Uppdelning av vektorfilt

Ett godtyckligt vektorfilt F'(r) kan alltid uppdelas i en summa av tva mot varandra
vinkelriita komponenter!. Vi viljer den ena komponenten lings positiva z-axeln och
den andra komponenten kommer da att ligga i z-y-planet. En liknande uppdelning
géller for V-operatorn. Vi infor foljande beteckningssystem:

.0
V—VT‘FZ%

F(r)=Fr(r)+ zF.(r)

dér beteckningen F'; anvéinds for att beteckna vektorn F':s komponent i z-y-planet.
Bade vektorn F':s z-komponent och dess komponent i z-y-planet dr entydigt bestdmda
och fas enkelt genom

F.(r) =% F(r)
Fr(r)=F(r)— 2(2-F(r)) = F(r) — 3F.(r) = 2 x (F(r) x 2)

dér vi i sista likheten anvéint oss av BAC-CAB-regeln, A x (BxC)= B(A-C) —
C(A-B).

TAllt eventuellt funktionsberoende pa andra variabler, som t.ex. ¢ eller w skrivs inte ut i detta
avsnitt.

33
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Komponenten av en vektor ldngs z-axeln kallar vi vektorns longitudinella kom-
ponent, medan vektorns komponent i z-y-planet kallas vektorns transversella kom-
ponent. For ortsvektorn  anvander vi speciella beteckningar

r=xr+yy+zz=p+22

Vi kan gora en liknande uppdelning av rotationen av ett vektorfilt. Rotationens
longitudinella komponent blir

2 (V x F(r))

[(v+z§) % (Fo(r) + 2F.(r)

2 (Vo x Fr(r)) = =V - (2 x Fp(r))

(2.1)

eftersom Vo och 2z &r vinkelridta. I sista likheten har en cyklisk permutation av
vektorerna anvénts. Den transversella komponenten av rotationen blir

V x F(r)—2(2-(V x F(r)))

_ Kvﬁz%) X (Fr(r) + 2F.(r)| - 2(2- (Ve x Fr(r))) (99

. N, .0 .
=Vr x zF,(r)+ Bo % Fr(r)=2zx &FTO’) — 2z X VrF.(r)

eftersom Vi X Fr(r) =2 (2 (Vr x Fr(r))).
Den uppdelning som beskrivits i detta avsnitt géiller allmént for alla vektorfalt.
I nésta avsnitt tillampar vi dessa resultat pa falten i Maxwells faltekvationer.

2.2 Tillampning pa Maxwells filtekvationer

Maxwells féltekvationer for ett isotropt dispersivt material, se (1.31) pa sidan 20, &r

V x E(r,w) =iwuou(r,w)H (r,w)
V x H(r,w) = —iwepe(r,w) E(r,w)

Vi anvéander nu den uppdelning av ett vektorfilt som introducerades i avsnitt 2.1.
De longitudinella komponenterna av dessa ekvationer blir, se (2.1),

{ 2+ (Vr x Ep(r,w)) = iwpop(r,w) H.(r,w) (2.3)

z2-(Vr x Hp(r,w)) = —iwege(r, w) B, (r,w)

De transversella delarna blir pa liknande sétt, se (2.2),

Z X agET(r,w) — 2 X VrE,(r,w) =iwuop(r,w)Hr(r,w)
z

2 x a—HT('r,w) — 2 X VrH.(r,w) = —iwege(r, w) Er(r,w)
VA
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Vi kan ur dessa ekvationer 16sa ut z-derivatorna pa de transversella filten genom
att lata Zx verka pa ekvationerna och utnyttja att 2- E;r = 0 och 2- Hy = 0, samt
att 2-VrE, =0och 2-VrH, =0. Genom BAC-CAB-regeln far vi resultatet

& Ba(r.w) = VaBu(r,w) — iwpop(r, )2 x Hz(r,o)

agHT(r,w) = VrH.(r,w) + iwee(r,w)z x Ep(r,w)
z

Dessa ekvationer kan skrivas som ett 4 x 4 system av ekvationer.

0 ( Er(r,w) W 0 p(r,w)zx Es(r,w)
0z (UOHT(r,w)> +Za (—e(r,w)%x 0 ) (nOHT(r,w)>
. ( VTEZ(T',Q)) )
- UovTHZ('I‘,w)
dar ny = v/ o /€o ar vagimpedansen for vakuum. Operatorn 2x i hogerledet ger en
rotation med en vinkel 7/2 i z-y-planet av den vektor den verkar pa. Vi ser att de
longitudinella komponenterna av filten, E, och H,, utgor kéllor till de elektriska
och magnetiska filtens transversella komponenter.

Denna uppdelning i longitudinellt respektive transversellt falt m.a.p. z-axeln ar
en generell uppdelning av félten i Maxwells ekvationer i isotropa material. Uppdel-
ningen ar alltid mgjlig &ven om materialet skulle vara inhomogent, dvs. med rumsbe-
roende materialparametrar. Déremot ar anvindbarheten av uppdelningen beroende
pa vilka geometriska villkor som problemet har. I de problem som behandlas i denna

bok ar uppdelningen oftast mycket anviandbar pga. att z-axeln kommer att vara en
symmetriaxel 1ldngs vilken vagutbredningen sker, se kapitel 3 och 5.

(2.4)

2.3 Specifikt z-beroende hos filten

Nér vi i senare kapitel kommer att 16sa Maxwells féltekvationer i cylindriska geo-
metrier med homogena material, studerar vi falt vars funktionsberoende av z-ko-
ordinaten &r exp(ik.z). Om vi antar att £, och H, har z-beroendet exp(ik,z),
sa medfor (2.3) att dven de transversella komponenterna av féltet har samma z-
beroende, dvs. for det elektriska faltet

E(r,w) = E(p, k., w)e**

och liknande beteckningar for andra filt. Koefficienten k, kallas ofta det longitudi-
nella vagtalet. Maxwells faltekvationer—i longitudinell respektive transversell led—
forenklas da till ekvationer i de transversella koordinaterna z och y

z- (VT X ET(p7 kZ>w>> = iwuou(w)Hz(Pa kmw) (2 5)
z- (VT X HT(ﬂ, kmw)) = _iWEOE(W)Ez(Pa kzaw) .
och
ik,z X Er(p, k.,w) —iwpop(w)Hr(p, k,,w) =2 x Vo E,(p, k., w) (2.6)
Zkz'% X HT(pa kzaw) + iWEOG(W)ET(Pa kmw) = ’% X VTHz(pa k27w> .
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Det forsta vi nu noterar dr att de transversella komponenterna av vektorerna
E och H, dvs. Ey och Hr, kan uttryckas i fialtens longitudinella komponenter F,
och H,. Tag ndmligen zx pa den forsta av de transversella ekvationerna i (2.6),
utnyttja A x (B x C)=B(A-C)— C(A-B) (BAC-CAB-regeln), och eliminera
z x Hp(p,k,,w) mha. den andra ekvationen. Gor vi sedan samma sak med den
andra ekvationen far vi

;

— iszT(p, k?z7 W) —

wopw) [z X Vo H,(p, ks, w)

—iwepe(w) Er(p, k:z,w)] = —VrE.(p, k. ,w)
wepe(w)
k.

+ @WNOM(W>HT(p’ k27 w>i| = _VTHz<p7 kzu w)

ik Hy(p, k., w) + [z X VB (p, k., w)

eller
E - 2 X Vo H
ET(p, ]{/‘Z,(,()) _ ZkZVT Z(pa kz;w)Q W[LO[L((.U)Z X VT Z(p’ k‘z’w)
Ze(Wp(w) = K
HT(p, kz, (,u) = ZkZVTHZ<p7 kz7w)2 + WE()E(UJ),% X VTEz(p, k;Z’ (,U)
Ze(Wp(w) = K

0
Vi skriver om dessa ekvationer.

1

Er(p,k,,w)= yo) {k,VrE.(p,k,,w) — wuop(w)z X VrH,(p, k,,w)}
¢ (2.7)
HT(pa kza (,U) = # {kZVTHZ(p7 kz>w) + w€0€<W)2 X VTEz(pa kza w)}
¢
dér vi infort det transversella vagtalet k.
W2
ki = —e(wn(w) =k (2.8)
0

Mellan vagtalet k(w), det longitudinella vagtalet k., och det transversella vagtalet
k; rader saledes sambandet
K=k + k2

Vi ser att de elektriska och magnetiska féltens transversella komponenter be-
stdms av dessa filts z-komponenter. Det réicker saledes att veta z-komponenterna
hos de elektriska och magnetiska filten for att konstruera deras transversella delar.
Det fulla vektorproblemet som vi startade med har ddarmed reducerats till ett mycket
enklare skalart problem.

De longitudinella komponenterna, E,(p, k,,w) och H,(p,k,,w), satisfierar var
for sig en partiell differentialekvation i variablerna x och y. Vi far dessa ekvationer
enkelt fran (1.33) pa sidan 22. Resultatet blir

{ V%Ez(pa kzaw) + thEZ(p> kzaw) =0

2.9
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dér det transversella vagtalet k; dr definierat i (2.8). De transversella komponenterna
satisfierar pa analogt siatt en uppséattning partiella differentialekvationer. De &r dock
mindre anvindbara pga. att ekvationerna ar vektoriella.

Ovningar till kapitel 2

2.1 Lat A=V x (V x F). Berikna Ay och A, uttryckt i Fp, F., Vr och £

2.2 Visa att man kan relatera Ep och Hp pa foljande sétt:

Om E. = 0 giller By — —2H0@) o g
z
och
Om H. = 0 giller Hy = “2 )5 o g

z

Vi har hér antagit att alla filten har det specifika z-beroendet exp(ik,z).
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Sammanfattning av kapitel 2

Sonderliggning E(r,w) = E(p, k., w)e'**

Maxwells ekvationer

(Vr x Er(p, k., w)) = iwpop(w)H:(p, k2, w)
(Vo x Hp(p, k,,w)) = —iwege(w) E,(p, k., w)

3.
5.
ik,z X Ep(p,k.,w) —iwpop(w)Hr(p, k,,w) = 2 X VrE,(p, k,,w)
ik,z x Hp(p, k.,w) +iwege(w)Ep(p, k. ,w) = 2 x VrH,(p, k.,w)

Transversella komponenter

7 .
Er(p,k,,w)= =] {k.V1rE.(p,k.,w) —wpop(w)z x VrH,(p, k,,w)}
t

Hr(p, by, w) = % (k. Vo H.(p, ks, w) + weoe ()2 X VB (p, k.yw)}
t

w2

ki = —e(w)p(w) — k2
€o

Ekvationer for longitudinella komponenter

VZE.(p,k.,w) + EE.(p,k,,w) =0
VaH,(p,k.,w)+ Kk H,(p, k.,w) =0



Kapitel 3

Vagledare vid fix frekvens

bestdmd riktning. En typisk geometri pa en vagledare ges i figur 3.1. Vag-

ledarens mantelyta betecknas med S och dess utatriktade normal med n.
Notera att den utatriktade normalen m &r en funktion av rumsvariablerna x och
y, men ej av variabeln z. Vagledarens tvarsnitt betecknas med §2 och tvérsnittets
randkurva I, se dven figur 3.2. I figur 3.2a visas en typ av vagledare som har enkelt
sammanhéngande tvérsnitt €2, medan figur 3.2b visar en vagledare med en inre be-
gransningsyta (randkurvan I' bestar av tva icke sammanhéngande delar). Analysen
i detta kapitel géller for en vagledare med allmént tvarsnitt. Resultaten ar dérfor
generella.

For en vagledare dr hela mantelytan av metall. Man brukar tala om slutna
vagledare eller halrumsvagledare, till skillnad mot 6ppna vagledare som har de-
lar av sin mantelyta utan metall. I detta kapitel behandlas slutna vagledare, medan
en typ av oppna vagledare, s.k. dielektriska vagledare (optiska fibrer) behandlas i
kapitel 5. Forst analyseras randvillkoren pa metallytan i detalj i avsnitt 3.1. Max-
wells faltekvationer i ett kallfritt omrade 16ses i avsnitt 3.2 och 3.3. Vi analyserar
alminna utvecklingar i avsnitt 3.4 samt ger exempel i avsnitt 3.5. Normeringsegen-
skaperna hos utvecklingsfunktionerna behandlas i avsnitt 3.6 och effektflodestéthet
och forluster i vaggar analyseras i avsnitt 3.7 och 3.8. Kapitlet avslutas med tva
avsnitt, avsnitt 3.10 och 3.11, om modmatchningstekniken och resonanskaviteter.
Det sistndmnda avsnittet behandlar dven Q)-varden for resonanskaviteter.

‘ Y agledarens viktigaste uppgift ar att leda elektromagnetisk energi léngs en

3.1 Randvillkor

Vi 6vergar nu till att undersoka hur randvillkoren for de elektriska och magnetiska
filten ser ut pa mantelytan S till vagledaren. Vi antar att materialet i vagledaren
ar isotropt, dvs. de konstitutiva relationerna ges av, se (1.29) pa sidan 20,

{ D(r,w) = e(r,w)E(r,w)
B(r,w) = pop(r,w)H (r,w)

Randvillkoren (de som inte innehaller ytstromtétheten Jg eller ytladdningstét-
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n

Figur 3.1: Geometri for vagledare.

heten pg) pa en perfekt ledande yta ér, se (1.13) pa sidan 8,

nx E(r,w)=0 .
) r pa S
n-H(r,w)=0
eftersom B = pouH for ett isotropt material.
Vart mal i detta avsnitt blir att undersoka vilka konsekvenser filtuppdelningen
i avsnitt 2.1 har pa dessa randvillkor. Infér uppdelningen i en longitudinell och en
transversell del pa filten E och H.

n X (Ep(r,w)+ zE,(r,w)) =0 i
R R T pasS
n-(Hyp(r,w)+2H,(r,w)) =0

Vi antar nu explicit att normalvektorn m saknar z-komponent, dvs. n - 2 = 0.

Eftersom n x Ep endast har en komponent ldngs z-axeln, medan n x 2z &r riktad
vinkelrdtt mot denna axel (riktad i tangentialriktningen till tvérsnittets rand), maste
vardera termen i forsta ekvationens summa vara noll. Vidare géller att den andra
termen i det andra randvillkoret forsvinner pga. att n och z &r vinkelrdta. Dessa
villkor ar darfor ekvivalenta med

E.(r,w)=0
z-(mx Er(r,w)) =0 rpasS (3.1)
'fz-HT(r,w) =0

Dessa ekvationer skall gélla for alla punkter pa randytan S, vilket medfor att dven
foljande z-derivator skall vara noll:

E.(r,w)=0
. (. 0
z- nxaET('r,w) =0 rpa S

.0
n-aﬂT(r,w) =0
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<
3>

Figur 3.2: Tvirsnittsgeometri for vagledare. z-axeln &r riktad in i papprets plan
och 7 =2 xn.

Notera att vi har explicit anvént att den utatriktade normalen n ej beror pa koor-
dinaten z.
Vi kan nu utnyttja (2.4)

0
O—ET(r,w) = VrE,(r,w) —iwpop(r,w)z x Hr(r,w)
z
0
a—HT(r,w) = VrH.(r,w) + iwee(r,w)z x Er(r,w)
z
for att eliminera de transversella faltens z-derivator fran randvillkoren. Vi far
E.(r,w)=0

z-nx (VyE,(r,w) —iwpop(r,w)z x Hr(r,w))] =0 rpa S
n - (VrH,(r,w) + iwepe(r,w)z x Ep(r,w)) =0

Genom en cyklisk permutation av n - (2 x Ep) finner vi att denna term &r noll
genom att utnyttja det ursprungliga randvillkoret (3.1). Vidare ér 2- (2 x Hr) = 0,
varfor vi finner

E.(r,w)=0

z-(mxVrE,(r,w)) =0 -

'fl' : VTHz(raw) = %Hz(raw) =0

Det andra av dessa villkor, som innebér att de till randen I parallella derivatorna
ar noll, &r automatiskt uppfyllt om E, = 0 pa S. Vi inser detta genom att skriva
om i en tangentialvektor 7 = 2z x m till randen I'.

5 (X VaB(r,w)) = (2 x 1) - VoBa(r,w) = %(r,w) —0  rpas
T

Vi far darfor till slut att randvillkoren pa mantelytan S medfor att

E.(r,w)=0,

rpa S 3.2
8£Z(r,w):0, p (3.2)
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Figur 3.3: Losningsomrade for vagledaren.

Vi ser att randvillkoren pa randytan for vagledaren endast innehaller villkor pa
faltens z-komponenter. Daremot kommer inte filtens transversella delar explicit in.
Resultatet i detta avsnitt géller dven for inhomogena vagledare, men vi kommer
endast att tillampa det pa vagledare fyllda med homogena material. Omvandningen
till resultatet i detta avsnitt, ndmligen att (3.2) medfor (1.13) pa sidan 8 géller
dédremot inte.

3.2 TM- och TE-moder

I detta avsnitt skall vi losa Maxwells faltekvationer i en vagledare med allmén
tvarsnittsyta {2 och perfekt ledande vaggar S. I isotropa, homogena material géller
att olika komponenter av filten E och H inte kopplar till varann via differentialek-
vationerna, se (1.33), utan endast via sina randvillkor. Fran randvillkoren i ekvation
(3.2) konstaterar vi att z-komponenterna pa filten upptrader i tva skilda randvillkor.
Av denna anledning kan vi séarskilja tva icke-véxelverkande fall.

H.(r,w)=0 (TM-fallet)

E.(r,w)=0 (TE-fallet)
I detta avsnitt antar vi att antingen F, eller H, ar skilda fran noll. Det forsta fallet
kallas for det transversellt magnetiska fallet (TM-fallet), eftersom det magnetiska
faltet saknar z-komponent. Pa motsvarande sétt kallas det andra det transversellt
elektriska fallet (TE-fallet). De tva fallens losningar kopplar inte till varann. T ett
senare avsnitt kommer vi att visa vilka villkor som maste vara uppfyllda om bade
E. och H, &r noll.

Vi koncentrerar oss pa ett omrade av vagledaren mellan tva plan z = z; och z =

29 (29 > 2z1) dér det inte finns nagra kéllor till Maxwells faltekvationer, dvs. J = 0,

se figur 3.3. Vi tillater &ven att planen z = 2y och z = 2, &r belédgna i odndligheten,
dvs. z; — —o00 och zy — oco. Omraden med kallor behandlas senare i avsnitt 3.9.
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Innan vi borjar berdkna rumsberoendet av det elektromagnetiska faltet i vagle-
daren, skall vi sammanfatta 16sningsstrategin. Vagledaren antas vara fylld med ett
isotropt, homogent material vars materialparametrar betecknas med e(w) och p(w).
Vi har i ett tidigare kapitel, se (1.33) pa sidan 22, sett att de longitudinella falten
E.(r,w) och H,(r,w) satisfierar
V2E,(r,w) + k*(w)E, =0
{Ez(r,w):O rpasS €zl ped

V2H, (r,w) + K (w)H, = 0 (3.3)
z € |z1,29], p € Q
a;j;(r,w):O r pa S 21, 22], 0

dér vi under varje ekvation ocksa lagt till motsvarande randvillkor, och dar mate-

rialets vagtal ar

w2

K (w) = —Ze(w)nw)
0

Om vi kan 16sa dessa bada randvérdesproblem, kan vi fran ekvation (2.7) pa sidan 36
bestdmma dven de transversella komponenterna av det elektromagnetiska faltet. Det
forsta fallet i ekvation (3.3) &r det transversellt magnetiska fallet (TM-fallet) dér
H. = 0. Det andra fallet &r det transversellt elektriska fallet (TE-fallet) dar E, = 0.

Vi skall anvianda separationsmetoden for att 16sa de tva randvardesproblemen i
(3.3). Separationsmetoden #r en flitigt anvéind metod i manga tillimpade problem
inom matematisk fysik, och dess grundidé ar kortfattat féljande:

[. Ansétt pa forsok en 16sning som ér en produkt av funktioner, dér varje faktor
i produkten endast beror pa en variabel, t.ex. E.(r) = X (2)Y (y)Z(2).

II. Identifiera ett egenvirdesproblem i en eller flera av variablerna, t.ex. x och y,
och 16s detta egenvirdesproblem.

IIT. Om det erhallna egenvéardesproblemet &r fullstédndigt, utveckla 16sningen till
det ursprungliga problemet i en Fourierserie i dessa egenfunktioner. De obes-
tdmda Fourierkoefficienterna beror pa de aterstaende koordinaterna, i vart
exempel z-koordinaten.

IV. Fourierkoefficienterna bestdms genom att Fourierserien sétts in i differential-
ekvationen och en ekvation (vanligen ordinér differentialekvation) for de okén-
da utvecklingskoefficienterna erhalls.

V. Denna ekvation for utvecklingskoefficienterna loses.

I vart fall kommer vi att anvinda variabelseparationsmetoden for att identifiera
ett fullstindigt system i de transversella koordinaterna x och y. Detta system kan
vi sedan anvinda for att utveckla var 16sning i.
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3.2.1 Féiltens longitudinella komponenter

I enlighet med I i schemat ovan for separarationsmetoden ansétter vi en 16sning pa

formen
E.(r) = v(p)a(2)
ot (r) = w(p)b(z)

dar p = &z + gy och 1y som vanligt betecknar vagimpedansen for vakuum. Dessa
ansatser ger efter insittning i (3.3)

2

(2)V30(p) + (p) aal(2) + Ku(p)al:) = 0

v(p)=0 ppal

och
0%b
W) V() + w(p) o (2) + Kul(p)b() = 0
ow .
%(P) =0  ppal
Efter division med v(p)a(z) respektive w(p)b(z) far vi
V’%U(p) _ 1 826L<2) o k2 V%w(p) - — L 8_22(2) — k2
wp) | alz) 022 aw(l)) b(z) 9z
v(p)=0 ppal a—q’:(p)ZO ppal

I dessa differentialekvationer beror de vénstra leden endast pa variablerna z och y,
medan de hogra endast beror pa z. Detta kan endast vara uppfyllt for en konstant
funktion som vi betecknar med k? av skél som blir uppenbara senare. Vi kan saledes
identifiera foljande tva egenvérdesproblem for vagledaren i enlighet med punkt II
ovan.

*v(p) | 0*v(p)
Vivlp) +kiv(p) = =5 57+ =5

v(p)=0  ppal

k? =0
T hivlp) (TM-fallet)

och

0w 0w
Viw(p) + kw(p) = — (Qm +— (2/)) +kjw(p) =0
5 t Y (TE-fallet)
w

“—(p)=0 AT
5, (P) p Pa

Vi kommer senare i detta avsnitt att ge explicita exempel pa dessa egenvirdes-
funktioner, men har fortsdatter vi med den allménna behandlingen. Dessa bada fall
utgor egenvirdesproblem i de transversella koordinaterna x och y. Det finns endast
ett upprikneligt antal viirden pa k? (k; kallas det transversella vagtalet) for vilket
detta problem har en icke-trivial 16sning. Dessa virden pa k? kallas problemets
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egenviarden och numreras i stigande storlek. De &r i allménhet olika for TE- och TM-
fallen, men det ar praktiskt att anvinda samma beteckning for de bada problemen.
Vidare giller att dessa egenvirden dr positiva, sa k? > 0, se exempel 3.1, dvs. vi
numrerar egenvirdena enligt:

0<hks<ki<k:<..

Det finns endast ett dndligt antal egenvirden som har samma vérde. Egenfunktio-
nerna till de bada problemen betecknar vi med v, (p) och w,(p), dvs. de &r 16sningar
till!

v2 n k 2 n = 0 e Q
TUn(p) + kv (P) P (TM-fallet) (3.4)
vn(p)=0  ppal
och 2
Viwa(p) + kifwa(p) =0  peQ
D (o (TE-fallet) (3.5)

=0 a I
on ppa

Notera ocksa att dessa egenfunktioner &dr oberoende av (vinkel-)frekvensen w och
materialet i vagledaren, dvs. oberoende av €(w) och u(w). De beror darfor endast
av vagledarens tvérsnittsgeometri given av 2. Detta gor att vi alltid har mojlighet
att vilja egenfunktionerna som reella funktioner. Vi kommer genomgaende i denna
bok att lata egenfunktionerna v, (p) och w,(p) vara reella.

Dessa egenfunktioner, {v,(p)}.—, och {w,(p)} —,, genererar ett fullstindigt
funktionssystem i planet, se punkt III. Vi kan utveckla en godtycklig funktion i
planet i dessa system. Vi tillimpar nu detta pa funktionerna F,(r,w) och H,(r,w).

E.(r,w) = Zan(z,w)vn(p)
= (3.6)
noH.(r,w) = an(z,w)wn(p)

Exempel 3.1

Alla egenvirden till TM- och TE-moderna é&r icke-negativa tal. Detta visar vi enkelt
utgaende fran rikneregeln V- (fVf) = Vf-Vf+ fV2f, som vi integrerar 6ver vagledarens
tvérsnittsarea 2. Gauss sats i planet ger nu

$ 1015ttt = [ [ (Fns(o)? drdy+ [ [ 10)955(0) dady
Q Q

Notera att om funktionen &r oberoende av z- koordinaten, sa &r Vf = Vp f.
Tag forst TM-fallet och lat f(p) = v,(p). Pa grund av randvillkoret pa randkurvan
I', v, = 0, sa forsvinner linjeintegralen. Vidare anvinder vi differentialekvationen for

1Oftast dr det praktiskt att rikna upp egenvirderna som en foljd indicerad med tva index mn,
se exemplen ldngre fram i detta kapitel.
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egenvirdesproblemet (3.4) och far

/ (Voun(p)? dedy = k2 // (vn(p))? dady (3.7)

Q

ktn // vn(p dacdy >0

Om inte v, &r identiskt noll, sa implicerar denna olikhet att egenvirdet for TM-fallet ar
icke-negativt, k2 > 0.

Genom att vilja f(p) = wy(p) och utnyttja (3.5) och randvillkoret %wn(p) =0 far
vi pa liknande sétt for TE-fallet relationen

/ (Vrw,(p dwdy = ktn // wn(p dwdy (3.8)
k2 / / wn(p))? dedy > 0

Pa samma sdtt som ovan géller att om inte w, &r identiskt noll, sa &r egenvérdet for
TE-fallet ocksé icke-negativt, ki2 > 0.

Det gar att visa ett strdngare resultat, ndmligen att egenvérdet k:t% = 0 ger motségelse
och att i sjilva verket egenviirdena #r positiva for TM- och TE-fallen?. Fran (3.7) och
(3.8) finner vi att k‘tn = 0 implicerar att Vyv, = Vrw, = 01 , dvs. v, = konstant och
wy, = konstant i . I TM-fallet innebér detta att v,, = 0 eftersom randvillkoret v, = 0
ger att konstanten maste vara noll. Vi har saledes en motsigelse och egenvirdena k:t,% i
TM-fallet alla &r positiva. For att visa samma resultat i TE-fallet hidmtar vi ett resultat
fran sidan 34 och ekvation (2.3).

och speciellt olikheten

och olikheten

1 N 1

H,(r,w) = WZ - (Vr x Ep(r,w)) = W

z-(Vx Ep(r,w))

Eftersom w,, =konstant i {2 sa beror H, i vinsterledet ej pa p. Stokes sats pa tvirsnitts-
ytan ) ger

4/szxdy:Wé/%-(VXET(T,w))dmdy:WﬁET(r’w).dTZO

pga. randvillkoret n x E = 0. Vi far
H, // dxdy =0
Q

som implicerar H, = 0 eller w,, = 0, vilket 4r en motséigelse, och pa samma sitt som ovan
giller att egenvirdena kti i TE-fallet alla #r positiva.

2Egenviirdet kti = 0 ar ddremot mojligt for TEM-fallet.
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Exempel 3.2

Vi visar att egenfunktionerna v, och v,, eller w, och w,, som hor till olika egenvéirden
k2 och k2, i TM- och TE-fallen #r ortogonala. Som utgangspunkt viljer vi att anvinda
Gauss sats i planet (f,, = v, eller f,, = w, beroende pa TM- eller TE-fall)

0= 74 PVt fon — FVf) - fodl = / Vi (faVr S — [V f) dady
r Q

- / (Vi fn - VS = Vifm - Vi + oV fon — Fn V2 ) dady

Q
— (ke — k) é [ futn sy

ddr vi anvént egenvirdesekvationen (3.4) eller (3.5). Om egenvirdena ér olika ser vi att

//fnfmd:cdy—o

dvs. egenfunktionerna v, och vy, eller w, och w,, som hor till olika egenvirden kt% och
k2 ar ortogonala. N

Utvecklingar i (3.6) sétts nu in i ursprungsekvationen (3.3). Véaxlar vi differenti-
ering och summering och utnyttjar egenskaperna hos egenfunktionerna {v,(p)} =,
och {w,(p)} —, far vi foljande ordinéra differentialekvationer f6r Fourierkoefficien-
terna a, och b,:

O ) + (%eww) ) baz) =0

Den allménna losningen till dessa ekvationer &r

an(z’ w) _ a:i:eﬂ:zkzn(w)z
ba(z110) = e

dér det longitudinella vagtalet k., &r

w? :
bon() = et — (3.9)
Det longitudinella vagtalet &r i allménhet en komplex storhet. Detta skall jamforas
med det transversella vagtalet som alltid &ar reellt. Grenen fér den komplexa kvadrat-
roten for det longitudinella vagtalet véljs alltid i denna bok sa att k., har icke-
negativ real- och imaginérdel. Mellan vagtalet k(w), det longitudinella vagtalet k.,

och det transversella vagtalet k;,, rader saledes sambanden

k(w) = kti + kzi(w)
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se dven analysen i avsnitt 2.3. Notera ocksa att k,,, dr mindre &n vagtalet, k(w),
i materialet (for forlustfritt material), vilket innebér att fashastigheten for vagen i
vagledaren i z-led ar stérre &n motsvarande fashastighet i materialet utan vagledare.
I en vagledare utan material leder detta till att vagens fashastighet &ar storre dn
ljushastigheten i vakuum. Eftersom ingen information kan éverféras med en mono-
kromatisk mod uppstar ingen konflikt med relativitetsteorin.

Den allménna I6sningen pa féiltens longitudinella komponenter i vagledaren kan
saledes utvecklas i en serie

= Z vn(p) (a: (w)e=n) 4 q (w)e_ikzn(“’)z)
" (3.10)
?70H T, u) an eszn z 4 b ( ) szn(w)z)

Termerna i denna summa kallas vagens moder. Koefficienterna a,, och b, bestams
av hur vagorna (moderna) har genererats. Notera att det longitudinella vagtalet k.,
ar olika i de bada summorna, och att k., i allménhet 4r komplext. Plustecknet i
exponenten svarar mot en vag som propagerar i +z-riktningen, medan minustecknet
svarar mot en vag som propagerar i —z-riktningen. Ett generellt uttryck for en vag
som propagerar i +z-riktningen &ar

Eu(r.w) = Y va(p)aj (w)e=n -

=t (3.11)
nOH r, (.d an szn(w)z

Om k,,, ar komplext kommer vagen att dampas ut exponentiellt i propagations-
riktningen. Ar materialparametrarna e(w) eller p(w) komplexa storheter vid frek-
vensen w sker det alltid en ddmpning av vagen i propagationsriktningen. Endast
for de frekvenser dir materialet &ar forlustfritt, dvs. dar e(w) och p(w) ér reella, kan
vagen propagera till stora z-virden.

Eftersom det transversella vagtalet, k;,,, dr en icke-avtagande sekvens kommer
dven for forlustfria material de hogre moderna att ddmpas. I summan (3.11) kommer
dérfor endast ett dndligt antal termer att bidraga till faltet for stora z-vérden.
Brytpunkten mellan vilka moder som propagerar och de som dédmpas bestdms av
gransfrekvensen f., = we, /27 (i anglo-saxisk litteratur cut-off-frequency).

Wen
V 6<wcn),u(wcn) = ktn
Co

Begreppet grinsfrekvens ér endast intressant vid frekvenser da materialet dr forlust-
fritt, dvs. da €(we,) och pu(we,) ar reella. Ar dessutom e(w) och p(w) oberoende av
frekvensen blir gransfrekvensen

ktnCO

2\ /€l

fen = (3.12)
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Ken/k(w)
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}
2raf . /ep/ co
. . Y .
T S i 0

Figur 3.4: Vagledardispersion for en cirkuldr vagledare (radie a) som funktion
av frekvensen f. De forsta fyra modernas dispersion, svarande mot de fyra lagsta
gransfrekvenserna, visas. Pilen visar en frekvens dér tva egenmoder propagerar, de
ovriga dampas. Det longitudinella vagtalet k.,, &r normerat med materialets vagtal
k(w) och frekvensen f &r normerad med co/(27wa /€p), jfr med de explicita uttrycken
pa egenvirdena i tabell 3.4.

for varje mod n. Sambandet mellan frekvens f, longitudinellt vagtal k,,, och grians-
frekvens f., blir i detta fall

2 1
oy = C—”ﬁ (f2—1.2)?

For en given frekvens f propagerar de moder vars griansfrekvens f., ar ldgre &n
f, dvs. f., < f, medan de moder vars grénsfrekvens f., dr hogre &n f dadmpas,
dvs. f < f.,. Det longitudinella vagtalets beroende av frekvensen visas i figur 3.4.
Detta frekvensberoende hos det longitudinella vagtalet kallas vagledardispersion, till
skillnad fran materialdispersionen som ges av vagtalet k(w):s beroende pa frekven-
sen.

3.2.2 Faltens transversella komponenter

Det aterstar nu att bestimma de transversella delarna av falten. Vi observerar genast
att z-komponenterna av det elektriska respektive magnetiska féltet har det explicita
z-beroendet exp{+ik,z}. For att generera de transversella komponenterna av félten
kan vi déarfor anvinda resultaten fran avsnitt 2.3; speciellt ger ekvation (2.7) pa
sidan 36 de 6nskade sambanden

1 w N
ET(p, ]{?Z,Ld) = F {ikszEz<p7 kz7w) - C_OILL(w)z X anOHz(pa kzyw)}

t

UOHT(p> kzaw) = i {:I:ksznOHz(pa kzaw) + ge(w)’% X VTEz(pv k’Z,W)}

2
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dér relationen (3.9) har anvints. Resultatet blir

(

{a;{kaTvn(p) — bzcg,u(w)% X VTwn(p)}eikZ"Z
0

Z:: ktn
n=1 "‘tn Co
o0 i ) Z Z
UOHT(T,CU) = Z E{bj{szLV’TU}n< ) -+ a C—Oe( )z X VTUn(P)}e kan
n=1 n

_ i k2 {b k..NVrw,(p) — a;ie(w)ﬁ X vTUn(p)}e_ianZ
tn

Co
\ n=1
(3.13)
De transversella komponenterna ir vildefinierade storheter eftersom &? > 0. Speci-
ellt géller for en vag som propagerar i +z-riktningen

G i W 2 3 z
Er(r,w) = Z W {a k.o NV1v,(p) — b;{c—ou(w)z X VTwn(p)}e ken

n=1
[e's)

W 2 % z
W) = 3 i {btbe Trin(e) + 0} Ze(o)2 x T
tn

Co

Dérmed ar det elektromagnetiska filtets utseende i vagledaren bestamt.

3.3 TEM-moder

I tidigare avsnitt har vi antagit att antingen det elektriska filtet eller det magnetiska
faltet har en z-komponent. Under detta antagande fann vi ett fullstindigt utveck-
lingsystem, se avsnitt 3.2. Speciellt fann vi att det transversella vagtalet var positivt,
och att inga moder med egenvérdet k;,, = 0 fér TM- och TE-fallen var majliga.

Vi skall i detta avsnitt undersoka om det finns mojliga 16sningar till Maxwells
faltekvationer da bade F, = H, = 0. En sadan 16sning har dérfor endast transver-
sella komponenter av falten och kallas en TEM-mod. I transmissionsledningar &r
falten i de flesta fall TEM-vagor. Dessa analyseras i grundkursen utgaende fran led-
ningsekvationerna for spanning och strom. I detta avsnitt ser vi att man lika gédrna
kan utga fran Maxwells ekvationer. For att gora denna analys maste vi starta om
fran ekvationerna i kapitel 2.

Saknas z-komponenter av félten far vi fran (2.3) och (2.4)

z- (VT X ET(r,w)) =0
2 (Vo x Hp(r,w) =0

och 5
a—ET(r,w) = —iwppp(w)z x Hp(r,w)
2
aEHT(r w) = iwege(w)z X Erp(r,w)
2

(3.14)
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Eftersom Vi x Ep(r,w) endast har en z-komponent far vi att
VT X ET(T,W) =0

Detta samband géller Gverallt i rummet vilket medfor att det finns en potential
Y(r,w) sadan att
ET(T‘,W> = —VT\I/<T,(,L)) (315)

Potentialen W &r ej entydigt definierad, utan varje potential som skiljer sig pa en
funktion av z fran ¥ ger samma filt Ep. Vidare géller fran (1.32) och (1.33) pa
sidan 21

V2Er(r,w) + k*(w)Er(r,w) =0
VT . ET<7',W) =0

dér vagtalet som vanligt dr k?(w) = w?e(w)p(w)/c3. Insatt Er(r,w) = —V7¥(r,w)

ger

Vi (V2¥(r,w) + k*(w)¥(r,w)) =0
Va¥(r,w) =0

Eliminera derivatorna m.a.p. de transversella koordinaterna mha. det andra sam-
bandet. Resultatet blir

Vr {dd—;\lf(r,w) + k?(w)xp(r,w)} =0

vilket ger
2

L ) + K ) = ()

i planet Q. Konstanten, C(z), som saknar fysikalisk betydelse (endast transversella
gradienten av potentialen har betydelse), kan véljas till noll (utnyttja att potentialen
ej dr entydigt bestdmd). Potentialen U satisfierar dérfor

2
2
@\I/(r,w) + E(w)¥(r,w) =0
med 16sningar
U(r,w) = ¢ (p)e= )

Vi ser att vagtalet for vagutbredningen i +z-riktningen ar detsamma som vagtalet
for materialet, k(w). Detta innebér att vagen utbreder sig med samma fashastighet
som en planvag i material utan vagledare. Det finns ingen gransfrekvens for en
TEM-mod, vilket innebér att alla frekvenser utbreder sig utan dampning (forlustfria
material). Vidare giller att funktionen ¢(p) ej beror pa vinkelfrekvensen w, vilket
kommer att framga av var fortsatta analys nedan. Fran detta resultat kan vi sedan
konstruera Ep(r,w) och Hp(r,w) genom (3.14) och (3.15). Resultatet &r

.ET(’I”‘7 u}) = _VT1/1+ (p)ezk(UJ)z . qul)— (p>€—ik(¢u)z

k(w) 5 tk(w)z — —ik(w)z
—wuou(w)z X (VT¢+(P)€ Vg~ (pe )

Ho(r) = — (3.16)
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For att en TEM-mod skall existera i vagledaren krévs saledes att en icke-konstant
16sning ¢ (p) existerar i vagledaren. Denna potential dr 16sning till ett elektrostatiskt
problem i planet, vilket inses genom att V - E = 0, dvs. med (3.15)

Viv(p) =0 (3.17)

tillsammans med randvillkoret att @) = konstant pa varje sammanhéingande del av
kurvan I' (n x E = 0 dvs. % =0).

Detta elektrostatiska problem har endast en icketrivial 16sning om omradet (2
ar icke-enkelt sammanhéngande, dvs. ett omrade som visas i t.ex. figur 3.2b. Vi ser
ocksa att 1osningen ) dr oberoende av w. Potentialen normeras enligt

/ Viid(p) - Ve p) dedy = 1 (3.18)

Q

Jamfor vi vagtalet for utbredning mellan TM- och TE-fallen med TEM-fallet,
ser vi att TEM-fallet svarar mot det i TM- och TE-fallen férbjudna fallet k; = 0.

3.4 Utvecklingsfunktioner i vagledaren

I avsnitt 3.2 och 3.3 konstruerade vi ett utvecklingssystem i vilket varje 16sning till
Maxwells faltekvationer i ett kallfritt omrade kunde utvecklas. Detta utvecklingssy-
stem &r givet i ekvationerna (3.10) och (3.13), dér v,(p) och w,(p) ar 1osningar till
egenvirdesproblemen (3.4) och (3.5), samt for TEM-moderna (3.16). Dessa utveck-
lingssystem ar beteckningsméssigt ganska komplicerade.

I detta avsnitt skall vi systematisera dessa losningar battre. Vi definierar dérfor
nu en uppsittning vektorvirda utvecklingsfunktioner E (r,w), som kommer att
vara lampliga for analys av vagutbredningsproblem i vagledaren.

Utvecklingsmoderna fér en TM-mod som propagerar i +z-led definieras som

{ E%,(r,w) = {Bro(p,w) + va(p)2} e0°

3

) v=TM 3.19
Hffy(r,w) =+Hr,,(p, w)ei’k“z ( )

och for en TE-mod definierar vi pa liknande sétt

{ E;, (r,w) = Er,,(p,w)e

o v=TE  (3.20)
Hi’<r’w) - {j:HTm/(pa LU) + Ualwn(P)Z} ei’kznz

I dessa uttryck dr n modens index, medan indexet v antar tva vérden, v =
TM,TE, vilket talar om huruvida moden ar en TM-mod eller TE-mod. Sambandet
mellan w,, v, och de transversella komponenterna Er,, och Hr,, fas ur (2.7). Vi

3Notera att utvecklingsmoderna #r normerade si att E,, har dimensionen m~! och H,, har
dimensionen O~ !m~!
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har fo6ljande samband:
(3.21)

Som vanligt &r v, (p) respektive w, (p) losningar till egenvérdesproblemen i ekvation
(3.4) och (3.5). Vi har redan i avsnitt 3.2 papekat att vi alltid kan vélja egenfunk-
tionerna v, (p) och w,(p) reella. Det dr vidare alltid méjligt att vélja normeringen
pa dessa egenfunktioner sa att de &r normerade och ortogonala (ortonormerade) vid
integration Over tvérsnittsarean {2, se exempel 3.2, dvs.

é / Un(P) v (p) dxdy = by

(3.22)
é / wa(p)wn (p) didy = 6y,

dér ¢;; dr Kroneckers deltafunktion (for beteckningar, se Appendix D).
TEM-moden kan formellt definieras enligt samma monster, men utan n-index,
eftersom endast en mod av denna typ kan existera

Ef(r, w) = Er,(p, w)eﬂk"‘ TEM (3.23)
. UV = .
HE(r,w)=+Hyp,(p,w)et™**

For TEM-moden géller, se (3.16)

Errem(p,w) = =V (p,w)
kE(w)co . 12
M s X Vrb(p) = 1) 12 % Brnsu(p,)

(3.24)
dér ¢(p,w) normeras enligt (3.18). Vi har hér infort den relativa vagimpedansen {or
materialet

noH rrem(p,w) = —

Dessa utvecklingsfunktioner utgor ett fullstindigt utvecklingssystem for 16sning-
ar till Maxwells faltekvationer i ett kallfritt omrade. En allmén 16sning kan med
dessa beteckningar mycket kortfattat skrivas

E(r,w)= ) (a}, Bl (r,.w)+a,E,(rw)
V=TM,TE,TEM 2 € |21, 29|
H(’l", W) = Z ((I:;VH:V<'I",(,U> + a;VHr_w(ra W)) p< &

n
v=TM,TE,TEM

(3.25)
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T

A Y
|
b
.
Figur 3.5: Geometri for planvagledaren.
dér summationen nu ocksa sker 6ver modindexet n och v = TM,TE,TEM (for
v =TEM existerar inget n-index). Notera att genom utvecklingsmodernas konstruk-
tion sa dr utvecklingskoefficienterna a, desamma fér bade det elektriska och det
magnetiska filtens utvecklingar. Utvecklingskoefficienterna a, bestims av kiillorna
till falten och detta problem behandlas i avsnitt 3.9. Generellt giller att a;f bestdms
av kéllor till vinster (z < z;) om vart aktuella omrade, medan a,,, bestdms av kéllor
till hoger (z > z).
TEM-moden férekommer endast da vagledaren har icke enkelt sammanhéngade
randytor. Vanligtvis kommer vi inte att beakta TEM-moden i avsnitten nedan, utan

v-index l6per endast 6ver v = TM,TE. I de fall TEM-moden férekommer far man
ldgga till den speciellt.

3.5 Exempel

Vi exemplifierar nu teorin som har framtagits i de tidigare avsnitten med att berékna
egenfunktionerna for nagra enkla geometrier. Det dr virt att notera att dessa enkla
geometrier dr de vanligast forekommande geometrierna inom mikrovagstekniken.

3.5.1 Planvagledaren

Vi borjar med det enklaste fallet, som &r den plana vagledaren. Geometrin for
planvagledaren &r given i figur 3.5.
Som grund till 16sningen av detta problem ligger foljande egenvardesproblem i
en dimension:
d*Y (y)
dy?
Y(y) =0, y=0,b

W(y)=0, 0<y<b
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Egenfunktioner v,,w,,vy | Egenvirden k7

2 2
TM,, Up = \/;sin (_nzy) 7T2%
2 2

1
TEM Vorth = \/;y 0

Tabell 3.1: Tabell 6ver normerade egenfunktioner till (3.4), (3.5) och (3.17) for
planvagledaren, se figur 3.5 for definition av geometri. For heltalet n giller att
n=1,23,...

och 2Y ()
)
Yy =0, 0<y<b
T (y) =0, y
ay
—(y) =0 =0,b
a0 (y) =0, y=0,
Losningarna till dessa problem ges av
Y, (y) = sin (n_?bry) , n=123,...
respektive
Y, (y) = cos (%) , n=0,1,2,3,...

Egenvirdet i bada fallen &ir v = n?r?/b% Dessa funktionssystem ér fullstéindiga.
Fran dessa funktionssystem konstruerar vi vara funktioner v, och w,, som i detta
fall endast beror pa koordinaten y, eftersom z-koordinaten nu &r jamstalld med ut-
bredningsriktningen +2. For TM-fallet far vi de normerade utvecklingsfunktionerna

2
vn(y) = \/%Siﬂ(n—zy>, n=123,...

och 1 TE-fallet har vi

2
wy(y) = \/gcos (n_7bry>’ n=123,...

indexet n = 0 motsvarar ej nagon TM-mod, som vi sett pa sidan 46.

Den plana vagledaren har tva separata begransningsytor vilket ar tillrackligt for
existensen av en TEM-mod. For att underséka TEM-moden studerar vi ekvation
(3.17)
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Figur 3.6: Geometri for vagledare med rektangulart tvérsnitt.

Losningen till detta problem é&r

Cy — Cy
b y

och TEM-moden blir den normerade utvecklingsfunktionen (se (3.16))

Y(y) =Ci+

1.

Vrip(p) = 7Y

Resultaten finns samlade i tabell 3.1.

3.5.2 Vagledare med rektanguliart tvarsnitt

Vi fortsdtter nu med att berdkna egenfuntionerna for en rektangulir vagledare.
Geometrin visas i figur 3.6. Vi konstaterar genast att geometrin ar sadan att nagon
TEM-mod inte kan existera. Vi anviander konventionen att alltid ldgga rektangelns
léngsta sida ldngs x-axeln.

Det egenvérdesproblem som vi skall 16sa ér givet av

Fu(p) , Pv(p)
0x? 0y?
v(p)=0  ppal

+ klv(p) =0

(TM-fallet)

och

Ox? Oy (TE-fallet)
9y =0 Al
Som grund till 16sningen till detta problem ligger féljande egenvérdesproblem i
en dimension:
d*X ()
dx?
X(z)=0, x=0,a

+9X(z)=0, 0<z<a
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och

Losningarna till dessa problem ges av

mmnx

Xm(x):sin< >, m=1,2,3,...

a

respektive

Xm(x) = cos (mmv) , m=0,1,2,3,...
a

Dessa funktionssystem &r fullstéindiga pa intervallet = € [0,a]. Den fullstindiga
16sningen till egenvardesproblemet for den rektanguldra vagledaren fas genom en
produkt av dessa endimensionella egenfunktionssystem?, dvs.

sin <m7r$> sin (n_;ry> ,  TM-fallet

a

cos (mwx) cos <%> ,  TE-fallet

a

Egenvirdena ir i bada fallen 72 (m?/a® + n?/b?). Normerar vi funktionerna far vi

2 < mmnx ) ) ( nmy )
Upnn, = sin sin [ —= ), TM-fallet
v ab a b

Wiy, = Cmn cos (mmn) cos (@) ,  TE-fallet
ab a b

ddr Neumann-faktorn &r €, = 2 — d,, 0. Resultaten finns samlade i tabell 3.2.

Exempel 3.3

En rektanguldr vagledare har dimensionerna 4.7 cm x 2.2 cm. Grénsfrekvenserna fe,,,,
for de olika moderna beriknas ldtt mha. ekvation (3.12) och tabell 3.2. Det longitudinella
vagtalet k.., ges av (3.9) vilket kan uttryckas i frekvensen f och grinsfrekvensen f.,,.,
pa foljande sitt

2w
kZmn = g\/ (9% f2 - fQCmn

Resultatet ges i tabell 3.3. 11
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Egenfunktioner v,,,, Wy, Egenvirden k7,
2 . /mmx\ . [nmy , (m? n?
TM, ., T— \/ﬁ sin ( - ) sin <T) T <? + 7

2 2
T | = [ () o) | (52 + )

Tabell 3.2: Tabell 6ver normerade egenfunktioner till (3.4) och (3.5) for vagledare
med rektanguldrt tvirsnitt, se figur 3.6 for definition av geometri. For heltalen m
och n giller att m,n = 0,1,2,3,..., med undantag att m och n ej ar noll for
TM-moderna, och m och n ej bada é&r noll fér TE-moderna (e, = 2 — d,,0), se
sidan 46. Konventionen i denna bok &ar att alltid vélja z-axeln ldngs den ldngsta
rektangelsidan, dvs. a > b. Moden med légsta griansfrekvens blir da TE.

m 1 2 0 1 2 3 3 4 0 1
n 0 0 1 1 1 0o 1 0 2 2
forn (GHz) | 319 6.38 681 7.52 9.33 957 11.7 128 13.6 14.0

e | 43.3 107 119 136i 179 1847 233i 2550 274i 282i
by (M) | 1446 86.6 70.6 22.6 114i 122i 188i 215i 237i 246i

“Frekvensen dr f = 3.8 GHz.
Frekvensen dr f = 7.6 GHz.

Tabell 3.3: Tabell over de ldgsta gréansfrekvenserna f.,,.. och det longitudinella
vagtalet k.,,, for en rektanguldr vagledare med dimensioner 4.7 cm x 2.2 cm. De
moder som har m- eller n-virde noll &r enbart TE-moder. De 6vriga bade TM- och
TE-moder. Imaginért virde pa k.,,,, anger att moden ej propagerar, och ar ett matt
pa modens ddmpning.

3.5.3 Vagledare med cirkulirt tvarsnitt

Den cirkuldra vagledarens geometri visas i figur 3.7. Vi konstaterar genast att geome-
trin dr sadan att TEM-moder saknas. Egenvérdesproblemen loser vi bést i cylinder-
(polara)koordinater. Problemen &r givna av

10 0v(p)) 1 9*v(p)
o) +hivlp) = 257 (P o )t e TR (TM-fallet)

v(p)=0  ppal

4Ett vanligt sitt att bilda fullstdndiga funktionssystem i tva dimensioner #r att ta produk-

ter av endimensionella fullstéindiga system, dvs. om {f,,(z)}, _; och {g,(y)},—, dr fullstindiga

utvecklingssystem pa intervallen x € [a, b] respektive y € ¢, d], sa &r

{fin(2)gn(y) g

ett fullstindigt funktionssystem i rektangeln [a, b] X [c, d].
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Figur 3.7: Geometri for vagledare med cirkuldrt tvarsnitt.

och
19 (0 1 0
Viu(p) + Ku(p) = - = ( M) # ) kEulp) =0
pOp dp p* 09 (TE-fallet)
ow .
6_n(p) =0 ppal

Vi loser dessa egenvirdesproblem genom variabelseparation. Ansétt en funktion
v(p,®) = f(p)g(¢) och sétt in i differentialekvationen. Vi far efter division med

fp)g(8)/p? 5/ or) 24(d)
p P 1 9%
20 (D0 e 1Ok
f(p)dp \" Op 9(¢) 0¢
Hogra ledet beror endast pa ¢ medan det vinstra endast beror pa p. Endast en
konstant funktion kan uppfylla detta. Lat den konstanta funktionen vara ~. Vi far

0 (9f(,0) 2 2 _
EP (pa—p) + (k2p® =) f(p) =0

?9(¢)
902

+79(¢) =0

Losningen till egenvardesproblemet i variabeln ¢ ar

g9(¢) = <Cosm¢) . m=01,23...

sin mao

Héar ar endast heltalsviarden pa m tillatna eftersom funktionen maste vara periodisk
i ¢ med period 27, dvs. endast v = m?, m = 0,1,2,3,... i mojliga. Detta utveck-
lingssystem é&r fullstdndigt pa intervallet ¢ € [0,27). I p-variabeln &r 16sningen en
Besselfunktion, se appendix A. Endast en i p = 0 reguljar 16sning ar aktuell i vart
fall, dvs.

f<p> = Jm(kt/)>
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2

Egenfunktioner v,,,, w,,, Egenvirden k;, .

— \/a‘]m (gmnp/a) COs mqﬁ ﬁ
Tan fon = \/Ea‘];n (fmn) (Sin mgb) a2

2

P P T 0

7 (N2, — m?)ady(Nmn) \ sSin M@ a?
Tabell 3.4: Tabell 6ver normerade egenfunktioner till (3.4) och (3.5) for vagledare
med cirkulért tvérsnitt, se figur 3.7 for definition av geometri. De forsta véirdena
pa de positiva nollstillena &, till J,,,(x) och de positiva nollstéllena 7,,, till J! (z),
dvs. J(&mn) = 0 och J! (mn) = 0, m = 0,1,2,3,..., n = 1,2,3,... &r listade i
appendix A, tabellerna A.1 och A.2 (¢, = 2—0,,0). Moden med légsta grénsfrekvens
ar TEq;.

Randvillkoren v,,,(p = a) = 0 och Cl”;l”—pm(p = a) = 0 for TM- respektive TE-fallet
ger ytterligare villkor. For att dessa randvillkor skall vara uppfyllda kravs att det
transversella vagtalet uppfyller

{gm, (TM-fallet)

kia =

Nmn, (TE-fallet)

dér &y och My, n=1,2,3, ..., ar nollstéllen till Besselfunktionen J,,(z) respektive
dess derivata J] (), dvs. Jy,(&mn) = 0 och J! (Mmn) = 0. T appendix A ges numeriska
véarden pa de forsta av dessa nollstéllen.

Funktionssystemen {.J,,(&mnp/a)}o—y, {J), (Mmnp/a)} —, ar bada fullstindiga pa
intervallet p € [0, a] for varje virde pa m. Vi far dérfor, pa liknande sétt som for
den rektanguldra vagledaren, att det fullstdndiga utvecklingsfunktionerna i cirkeln
ges av produkten av de fullstdndiga funktionssystemen i ¢- och p-led. Resultatet av
de normerade funktionerna (normeringsintegraler, se appendix A) dr

 Vemdm(Emnp/a) [cosme
Umnn = VTad! (&) sinme )’
Ve dn(mnp/a) (COS m¢> ,  TE-fallet

B sin mao

wmn
VT (777277,71 —m?)aJy (Nmn)

dar €, = 2 — 0,,0. Resultaten finns samlade i tabell 3.4.

TM-fallet
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3.6 Normeringsintegraler

Egenfunktionerna v,(p) och w,(p) antar vi ar reella funktioner som &r normerade

enligt (3.22), dvs.
// Un(p)vn’ (p> dxdy = 5n,n’
Q

é / wn(p)ww (p) drdy = 0

Med hjélp av sambandet V- (gV f) = g(V2f)+Vg-V f och av Gauss sats (i planet)
kan vi ocksa utfora foljande berdkningar

[[V2ste)- Vrstoydsdy = - [ [ o(o)V31(p) dudy

(3.26)
+ [ ooy Vrs(p)a
T
dér dl ar lingdmattet pa tvérsnittets randkurva I'.
Valjer vi nu i (3.26) funktionerna f(p) och g(p) som egenfunktioner till TM-
fallet, dvs. v,(p) och v,/ (p), blir kurvintegralen noll pga. att v,(p) = 0 pa tvér-
snittets randkurva I'. Vi far

[ Vrunto)yFrouip)dudy =~ [ [ 0.0V v(p) dudy

“ (3.27)

=k [ [ vulp)o(p) dudy = 15,
Q

dér vi anvant (3.4) och (3.22).

Valjer vi istéllet f(p) och g(p) som egenfunktioner till TE-fallet, dvs. w,(p) och
wy(p) 1 (3.26), blir kurvintegralen dven denna gang noll pga. att Zw,(p) = 0 pa
tvérsnittets randkurva I'. Vi far

[ Vo) Vruwntp) dsdy =~ [ [ wn(0)Vhus(p) dody

(3.28)
=k [ [ wno)uwntp) dedy = 126,
Q

dér vi anvént (3.5) och (3.22). Vi ser att dven gradienterna av egenfunktionerna &r
ortogonala, men de &ar ej normerade.

Ytterligare fyra olika kombinationer av integraler kommer att vara av intresse i
senare avsnitt.

[ 215 r00) x Trusclp)} dody

“ (3.29)
/ / 5 {(2 % Vrwn(p)) % (2 X Vrvw(p))} dudy
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" [ 2+ (900.00) x (2 x Truslp))} dudy

(3.30)
/ / 5 {(2 X Vaowa(p) x Vrwnw(p)} dedy
Q

Den forsta integralen i (3.29) skriver vi om mha. raknereglerna for nabla-operatorn
och Stokes sats (normalvektorn till tvarsnittsarean € ar 2).

/ / & (Vrva(p) X Vown(p)} dady = % - / Vi % (un(p) Vit (p)) dady
— [ % o) V(o)) Avdady = [ (wulp)Vrs(p)) - dr =0
Q

r

eftersom v, (p) = 0 pa tvérsnittsytans randkurva I'. Linjeelementet dr = 2 x ndl =
7dl. Pa samma sétt visar vi att den andra integralen i (3.29) &r noll genom att
anvénda (¢ x a) X (€ X b) = ¢((a x b) - ¢) och utnyttja den forsta integralen

/ / 2 {(2 x Viwa(p)) (2  Vavu(p))} drdy
= é [ % (9 10a(0) x Vrvulp)} dedy =0

Integralerna i (3.30) forenklar vi mha. BAC-CAB-regeln.

/ AV r0n(p) X (2 X Vovw(p))} dedy
— [ Truaie) - Vrvtp) dudy
]2 1 x Trun(o)) x Vrw(p)} dody
g
— [[ Vruno) Trws(p) dudy

Vi anvénder oss nu av ortogonalitetsintegralerna (3.27) och (3.28). Integralerna i
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(3.29) och (3.30) kan vi sammanfatta i

’ // 2 {Vroa(p) x Voww(p)} dedy =0

Q
//fz (2 X Vyow,(p)) X (2 X Vyuu(p))} dedy =0
Q

(3.31)
[ 2+ (Fruto) % (2 x Vrvato))} dady = kb

/ / 5 {(5 x Vown(p)) x Vown(p)} dedy = —k26,
\ O

Integralerna i (3.31) kan nu anvéndas for att berdkna foljande normalytintegraler:

//'2 ’ {ETnl/(p7w) X HT:L’V/(p7w)} dedy
Q

//2 AEr,, (p,w) X Hyppy(p,w)} dedy
Q

Den forsta av dessa integraler kommer att anvindas i avsnitt 3.7, medan den andra
kommer att vara anvandbar i avsnitt 3.9. Med hjilp av definitionen pa Er,,(p,w)
och Hrp,,(p,w) i (3.21) finner vi ldtt mha. (3.31) att

1

[ 2 Brato.w) x Hriup o)} dedy = Y568,
Mo

Q

, (3.32)

//’% ’ {ETnV(p7w) X HTn’I/’(pv UJ)} dlL’dy = _U_Ynuén,n’éu,u’
0

Q

Vi har hér infort de relativa modadmittanserna Y2 och Y,,,, vilka #ir de enhetslésa
storheterna

L{km(w)g*(w), v=TM wk,(w) {e(w), v=TM
ye _ ) okn kz;’;fw)u(w), v=TE ] ki /u<w)7 v = TE
AT R W\
(u*(w)> ’ -t <,u(w)> ’ = TEM
(3.33)

Notera att k> alltid dr en reell storhet, medan k., inte nodvindigtvis &r reell.
For propagerande moder i forlustfria material dr dessa admittanser lika.

3.7 Effektflodestiathet

Poyntings vektor ger det elektromagnetiska féltets effektflodestéthet (se (1.23) pa
sidan 14)

<S(t)> (r,w) = %Re {E(r,w) x H*(r,w)}
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Vi ér speciellt intresserade av z-komponenten av denna storhet eftersom den anger
tidsmedelvirdet av effekten per ytenhet som transporteras i z-riktningen

5 <S(H)> (rw) = %z Re {E(r,w) x H'(r,w)}

Vi infor uppdelningen av vektorfélten i longitudinell respektive transversell del enligt
avsnitt 2.1.

z-<S(t)> (r,w) = =z - Re{(Eq(r,w) + 2E.(r,w)) x (Hp(r,w) + 2H(r,w))}

[\DP—‘[\DH

= -z -Re{Er(r,w) x Hp(r,w)}

Vi anviander nu den allménna l6sningen till vart vagledarproblem, som ges av
(3.25), samt (3.19) och (3.20), for att skriva om effekttransporten i z-riktningen. Vi
far

1 | |
2 <8(t)> (rw) = Z 5% Re{ (GZVETW(ﬂw)e‘kZ"Z +a,, Er,.(p, w)e’”““z)
v,u’:TICf,nTE,TEM

x (a8 Hrl (pow)e ®w® —ax Hrlk,(p,w)e®n?) }

Tidsmedelvardet av den totala effekten som transporteras genom ett godtyckligt
tvarsnitt z ar
//2 <S(t)> (r,w)dzdy
Q

I denna ytintegral 6ver tvérsnittet forekommer den integral som aterfinns i (3.32).
Integrationen 6ver tvérsnittet 2 av Poyntings vektor medfor att alla produkttermer
mellan v, och w, forsvinner. Effekttransporten i vagledaren blir

//2 <S(t)> (r,w)dzdy =Re Z—YE{} | ikzn=kzr)z — |a, |2€*i(’fm*kz:;)z
Q v=TM TETEM

+x —i(kentkay)z 4+ =% i(kantkar)z
+ a6 T Ay Qo €7

1 2 2
o E + —2Imk,,z 2Imk,,z . +x —2iRek,, 2z
= Re E 2—770Ym,{‘any e s — ’a ‘ *n® 4 20 Im (amame n )}
n
v=TM,TE,TEM

dir modadmittansen for effekten, Y2 ges av (3.33). Detta uttryck &r allmént.
Foérutom de termer som uttrycker effekttransporten i +2- och —z-led, |a; | respek-
tive |a,, |?, sa innehaller uttrycket dven vixelverkanstermer (Staende vagfenomen)
pga. att vagor propagerar i bada riktningarna.

Vi specialiserar oss till det forlustfria fallet, dvs. med e(w) och u(w) reella, och
vagpropagation i endast en riktning. Uttrycket forenklas da till

//2 <S(t)> (r,w) dedy = Z —ReYE |a;; ‘ e~ 2tmksnz (3.34)
o)

v= TM TE
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Figur 3.8: Reflektion och transmission i en vagledare fylld med tva isotropa ma-
terial, vars materialparametrar ar €, py och ey, ps.

for vagen som propagerar i +z-riktningen och

[+ <500> ety == 3 Jhmev o e
Q

n
v=TM,TE

for vagen som propagerar i —z-riktningen. Dessa summor &r éndliga, pga. att k.,
— och didrmed Y, — #r rent imaginir for termer dir f < f,, eller ekvivalent
ktn > k(w).

Varje propagerande mod fortplantar sig oddampat till stora z-vérden, medan de
moder vars griansfrekvens dr hogre dn vagens frekvens, dvs. icke-propagerande mo-
der, dimpas exponentiellt. Dédmpningen hos de icke-propagerande moderna bestams
av imaginardelen av det longitudinella vagtalet. Dampningskoefficienten a,, for ef-
fekten, definieras av

a, =2Imk,, = 2\/kti - i—ze(w)u(w) = 4—7T\/6(w)u(w)\/ fon = f?

0 Co

for frekvenser under grénsfrekvensen, f < f.,,.

Exempel 3.4

I en mikrovagsugn finns en perforerad plat i luckan, som sldpper igenom ljus men bloc-
kerar mikrovagor effektivt. Platen ar tunn, men for ljusvaglangder blir hélen en lang
cirkuldr vagledare. Om vi antar att halen i platen har en radie 0.5 mm blir den l4gsta
grinsfrekvensen forg,, = 1.841c/2ma = 1.76 - 10!! Hz, se tabell 3.4. Normala frekven-
ser for synligt ljus ligger langt 6ver denna grénsfrekvens och har déarfor inga problem att
propagera genom halen. For mikrovagor, f = 2.45 GHz é&r situationen annorlunda. Diamp-

ningen av effekten vid denna frekvens blir aTg,, = %” fe2 — f2 = 7363 m~'. Med en
plattjocklek pa 0.5 mm svarar detta mot en démpning pa 16 dB av mikrovagorna. Bl

Exempel 3.5
Kallor i omradet z < 0 genererar en mod. Omradet z < 0 antas vara fyllt med ett
forlustfritt material, som #r parametriserat av €; och pp, medan omradet z > 0 &r fyllt
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med ett forlustfritt material, som beskrivs av €s och us, se figur 3.8. Berdkna reflektionen
och transmissionen i vagledaren.

Vi betecknar de av killorna genererade elektriska och magnetiska filten E (r,w)
respektive H! (r,w). Eftersom materialparametrarna foréindras i planet z = 0 kommer vi
i omrade z < 0 fa en reflekterad vag. De elektriska och magnetiska filten i omradet z < 0
ansétter vi som, se (3.25) (normering dr sadan att a;f, = 1)

E(r,w)=E},(r.w)+ > ravE, (rw)
ysznM,TE
H(’I‘,W) = H'r-il_y(r?w) + Z Tn/V/H;/V/(’I‘,w)

n
v'=TM,TE

z2<0

dér e och p har véirdena e respektive ;.
En allmén ansats av falten i omradet z > 0 blir

E(r,w)= Yty E}, (rw)

n
V' =TM,TE
N z>0
H(r,w) = Z tn’V’Hn/l,/(r>W)
n/
V' =TM,TE

dér e och p har viirdena es respektive uo, men pga. randvillkoren (kontinuitet av de trans-
versella komponenterna hos E och H) samt ortogonalitetsrelationerna (3.31) kopplar det
fran kéllorna infallande féltet endast till samma mod, nv, i omradet z > 0. Félten i
omradet z < 0 blir

E(r,w) = E;f,/(r,w) +rnE,,(r,w)
H(r,w)=H},(r,w) +rnH,,(rw)

medan filten i omradet z > 0 blir

E(r,w) = tm,Ef{V(r,w)
z>0
H(r,w) = tn,,H:{,j(r,w)

Randvillkoren pa gransytan z = 0 ger nu (se (3.21), (3.19) och (3.20))

w? 2\ w? 2\
(Cga(w)/il(w) - km) (L4 7ny) = tno <C(2)62(w)/~‘2(w) - ktn) v=TM

(1 —=rn) e (w) =thea(w)
och

(1 + Tnu) H1 (w) = tnuﬂQ(w)

2 )1/2 v=TE

w2 1/2 w
<261(w)u1(W) - kti) (1= 7rn) = tny (262(W)M2 (w) = kurr
=0 &0
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Notera att det transversella vagtalet k¢, och basfunktionerna vy, (p) och w,(p) ar identiska
i de tva omradena z < 0 och z > 0. Losningen till dessa ekvationer &r

[ @ (e -k2) " - aw (Ga@me -k2)"
" ) (Seatom) - 82) " + ) (Sathne - 12) .
- 20(0) (S @hn@) - k)" :
h e1(w) (%3262 (w)p2(w) — kti) e (w) <%§61(W)/~61(W) - kt721>1/2
och
[ @ (Gaeme) - k)" e (Sewme) - r2)
" ) (Seathne) 1) "+ o) (St - kd) o
o) (Ler(i @) — ki) " )
b = iz iz
@) (Fea@me) — k) "+ ) (o) - ki)

3.8 Forluster i viggar

I den inledande teorin for halrumsvagledare sa antogs viggarna vara perfekt ledan-
de. En vagledarmod vars grinsfrekvens ligger under svingningsfrekvensen kommer
da inte att ddmpas i en vagledare som innehaller ett forlustfritt material, utan
propagerar till stora |z|-varden. I detta avsnitt behandlas en mer realistisk modell
dér viggarnas ledningsférmaga antas vara mycket stor men inte oéndlig. Genom
lampliga approximationer kan man generalisera teorin for perfekt ledande vaggar
och fa fram enkla uttryck for dampningen av propagerande moder. Approximatio-
nerna kommer, som vi kommer att se, att gélla for frekvenser som inte ligger néra
modens grinsfrekvens.

Vi borjar med att betrakta infall av plana vagor mot en metallyta som lokalt
kan antas vara plan. Metallen har permittiviteten ¢., permeabiliteten u. och led-
ningsformagan o vilken, for vagor i mikrovagsomradet, antas uppfylla villkoret for
en god ledare

o >> WeEpgE,

med god marginal. Vi betecknar félten i metallen med E., D., B. och H,. me-
dan motsvarande filt utanfor metallytan inte har nagot index. Vi later n vara den
utatriktade normalen fran ytan och infér koordinaten £ vars axel ar riktad i n-
riktningen, se figur 3.9. Randvillkoren vid ytan ges av (se (1.12) pa sidan 7)

nx H=nx H,
nxE=nxE,
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S»

EC Hc g €. e

E H o=0 € pu
Figur 3.9: Geometri for vagledare med forluster.

dvs tangentialkomponenten av E och H &r kontinuerliga. Vi antar hir att inga
ytstrommar finns, vilket dr rimligt, se fotnot 10 pa sidan 8.
Vagtalet k(w) for metallytan ar

N o\ 12
k(w) = < (ec + z—)

Co WE€Q

dédr metallens ledningsformaga o behandlas separat i dielektricitetsfunktionen, se
sidan 20, for att tydligt se dess effekter. Materialparametern e, antas vara reell
liksom p.. Vi bryter ut en faktor €. och utnyttjar approximationen o >> wege.. Vi
far

WA/Eclhe o 12y, Eclte [ O 1/2 1+1
kw)=—"—114i—— ~ i = ﬂ\/a,uoucw

Co WE€p Co WE€p

eftersom (i)"/? = (14 i)/v/2. En planvag med funktionsberoendet exp ik¢ blir

oihE _ oi6/6,—€/5

2

WO
Storheten 0 kallas materialets intréngningsdjup och &r det karakteristiska djup pa
vilket filtstyrkan avtagit med en faktor e !.
I mikrovagsomradet géller att intrangningsdjupet &r mycket mindre &n vagleda-
rens dimensioner, se tabell 3.5. I viggarna &r ddrmed &-derivatan av filten mycket
storre &n derivatorna i tangentiell led och vi kan forsumma de tangentiella deriva-

torna i metallen enligt

5=

(3.35)

0
V>~n— 3.36
. (3.36)
Eftersom normalkomponenten av H vid en perfekt ledande yta &r noll, antar vi att
normalkomponenten av H,. dr forsumbar jamfort med dess tangentialkomponent.

Det magnetiska féltet i metallen néra ytan har saledes endast en komponent ldngs
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Material o (S/m) | f=50(Hz) | f=1(MHz) | f=1(GHz)
Silver 6.30 - 107 | 8.97 (mm) | 0.063 (mm) | 0.0020 (mm)
Koppar 5.96 - 107 | 9.22 0.065 0.0021

Guld 4.52-107 | 10.6 0.075 0.0024
Aluminium 3.78-107 | 11.6 0.082 0.0026

Jarn (u = 103%) | 1.04-107 | 0.70 0.005 0.00016
Sotvatten 0.001 | 2250 (m) e Te
Saltvatten 41 35.6 0.25 (m) Te

2Vid denna frekvens giller ej approximationen o >> wege. Vid dessa frekvenser &r e ~ 80.

Tabell 3.5: Tabell 6ver intrangningsdjupet ¢ i olika material vid olika frekvenser.
Metallernas ledningsférmaga géller vid 20° C. Véardena for sot- och saltvatten ar
endast approximativa.

tangentialvektorn 7 och en ldngs z-riktningen. Vi skall strax se att detta foljer ur
approximationen (3.36).

Utnyttjar vi approximationen (3.36) forenklas Maxwells faltekvationer i metallen
till

H.— ) . OFE,
E. = lfﬁ X OH. '
‘o 0¢

Notera att forskjutningsstrommen —iwege E. dr forsumbar jamfort med stromtét-
heten o E. i Amperes lag, eftersom o >> wepe.. Vi eliminerar det elektriska féltet
ur ekvationerna genom att operera med n x a% pa nedre ekvationen i (3.37)

'ﬁ,xaEc—lﬂx ﬁ,x—azHc _1! n 'ﬁ-azHC —ach
o o 02 ) o 0&? 0&?

Insdattning i Faradays lag ger

oo (.. OH) _9H,
© woppe 9 S

Genom att ta normalkomponenten av denna ekvation ser vi att n - H. = 0, vilket
vi redan forutspatt. Eftersom n - % = g—;(ﬁ - H.) =0 fas ekvationen

0’H,
ez +iwpop.oH. =0
med 16sningen A
H,=He % (3.38)

dér ¢ ar intrdngningsdjupet i metallen, (3.35), och H | &r magnetfiltets tangential-
komponent vid ytan vilken i allmédnhet har en komponent ldngs tangentialvektorn
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7 och en ldngs z-riktningen. Tangentialkomponenternas virden ér desamma som
for en perfekt ledande yta, under de approximationer vi gjort i detta avsnitt. Mot-
svarande elektriska filt fas genom insédttning av (3.38) i Amperes lag i ekvation

(3.37).
1

17— 4
E.~—— (nx Hy)e ¥4/
5 (A Hj)e e
Vi kan nu bestamma de ohmska forlusterna i metallen. Tidsmedelvardet av ef-
fektforlusten per volymsenhet i metallen ges av (se (1.23) pa sidan 14)

1 o 1
— _Re{J -E*Y=—E.-E'= —|H|?e %/

For att fa effektforlusten per ytenhet integrerar vi detta uttryck i £-led.

dP o 1 1
— = d¢ = —|H||> = =Rs|H|? 3.39
1 /0 p(§) de = 5 <|H )" = S Rs|H) (3.39)
dér vi infort Ry = 1/0d =ytresistansen. Eftersom H | i var approximation antas vara
densamma som for en perfekt ledande yta kan vi relatera H till ytstromtétheten
pa en perfekt ledande yta

H” =-n X JS

och darmed
dP

1 2
Vi overgar nu till att studera démpningen av moder i en vagledare, och véljer

att studera en mod i taget. For enkelhets skull antar vi att vagledaren ar fylld
med ett forlustfritt material med materialparametrar € och u. I en férsta ordningens
approximation far vi en dimpning av moden pga. forlusterna i vaggarna. Frekvensen
for vagen antas ligga Over modens gransfrekvens, dvs. k,,, ar reell. Vi antar en i
positiv z-led propagerande mod i en vagledare vars viiggar ar goda men inte perfekta
ledare, dvs. med éndlig ledningsformaga . Modens E, respektive H, komponent ges
av

E.(r) = afv,(p)e™»*  TM-mod

noH.(r) = btw,(p)e** TE-mod

dér egenfunktionerna v,, och w, dr normerade enligt (3.22). Motsvarande tangenti-
alkomponenter av det magnetiska filtet ges av (3.13)

2
la|? (%) |2 x Vru,|?, TM-mod

i c

77(2]‘ HT‘2 k 20 tn
b > 22V rw, |2, TE-mod
n kt4

Det totala magnetiska filtet pa metallytan fas saledes genom

2
a:{|2 (%) |2 x Vu,|?,  TM-mod
mo| H |? = ng| H | 5 | H.|* = cojitn

[ags <ﬁlvrwn|2 + !wn|2> ., TE-mod

tn

(3.41)
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Vi har tidigare sett, se (3.34), att tidsmedelvirdet av effektflodet, P, i en for-
lustfri vagledare med perfekt ledande viggar ges av

la|? 60262an , TM-mod
S - zdxdy = in (3.42)
// b eowkm u, TE-mod
ok,2

Effektflodet &r alltsa i fallet med perfekt ledande viaggar oberoende av z och moden
démpas inte. I fallet med ej perfekt ledande véiggar forlorar moden energi nér den
propagerar pga. forlusterna i viggarna. Darmed kommer P, genom amplituderna a;
och b}, att vara avtagande funktioner av z. Pa en striicka dz av vagledaren forandras

modens effekt med
dP = — f —dl
r

Vi kan uttrycka dP/da i koefficienterna a;" och b genom att utnyttja ekvationerna
(3.39) och (3.41). Ur ekvationen (3.42) kan a; och b elimineras. Diarmed fas foljande

ekvation for effektflodet
dP
P

med 16sningen

dar
o 7{ 12 x V|2 dl, TM-mod
U(gktnkzn T
L P sziyv 24 Juwaf?) dl, TEmod
0 Wy, Wy, -mo
wobotka, Jr \ kT

Dessa uttryck ger dimpningen i en vagledare vars viggar dr goda, men ej perfekt,
ledande.

3.9 Kaillor i vagledare

I detta avsnitt skall vi bestdmma félten som genereras av en given stromtéathet i
en vagledare. Vi antar darfor en halrumsvagledare med konstant tvarsnittsyta och
perfekt ledande ytor. I en &ndlig volym V' som begrinsas av tvérsnittsytorna €2y och
(s, se figur 3.10, finns en given tidsharmonisk stromtathet

J(r,t) = Re{J(r,w)e ™'}

Eftersom modlosningarna, som vi utvecklade och analyserade i avsnitt 3.4, utgor
ett fullstdndigt funktionssystem kan félten skrivas som en superposition av dessa
propagerande och icke-propagerande moder. De lampliga utvecklingsfunktionerna
ges i (3.25), samt tillhorande definitioner i (3.21), (3.19) och (3.20).

Pa samma sétt som forut anvander vi oss utav tva index, ett n-index for moden,
medan indexet v antar tva virden, v = TM,TE, vilket anger om moden &r en
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Figur 3.10: Vagledare med kéllomrade V', som begrinsas av tvarsnittytorna €2,
(25 och en del av mantelytan S.

TM-mod eller TE-mod. Som vanligt &r v, respektive w, losningar till egenvérdes-
problemen i ekvation (3.4) och (3.5), samt normerade enligt (3.22). De normerade
moderna uppfyller ortogonalitetssambanden i (3.32).

Lat ytorna €1 och €y vara tva tvarsnittsytor vid z = z; respektive z = 2z, som
innesluter kéllvolymen V| se figur 3.10. I omradet z > zy utbreder sig alla falt i
positiv z-riktning, eftersom filtets kéllor befinner sig i omradet z < zo. Darmed kan

vi skriva
E at Eb (r,w)
V=TM TE

ZaJrHJr (r,w)

V=TM,TE

2z > 29 (3.43)

dér summationen sker 6ver modindexet n och v = TM,TE. Analogt utbreder sig
alla falt i negativ z-riktning da z < z;

w)=> a,,E,(rw)

vETMTE < 2 (3.44)
=Y a,H,,(rw)

n
v=TM,TE

For att bestimma koefficienterna a>, anviinder vi Lorentz reciprocitetssats vilken

vi forst hérleder. Lat E och H vara félten som genereras av stromtéatheten J, dvs
FE och H satisfierar

V x E =iwpuouH
Vx H=J —iweek

dér det elektriska féltet E satisfierar randvillkoret n x E = 0 pa vagledarens viaggar.
Genom sin definition satisfierar modernas filt EF | HX de homogena Maxwellska

nv?
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ekvationerna (ingen stromtéthet), dvs.

V x Eiy = inOMHiu
V x HY = —iwegeEL

samt uppfyller randvillkoret 1 x EE, = 0 pa viiggarna.
Foljande identitet fas fran Maxwells faltekvationer och raknereglerna fér nabla-
operatorn

V-(E,,xH-ExH,,)=H-(VxE,)—-E,, (VxH)
—~H,, (VxE)+E-(VxH,)=-JE,,

Vi integrerar denna relation 6ver en volym V' och utnyttjar Gauss sats

//(Effy><H—Efoy)wfzdS:—///J-E,fydv (3.45)
14

So

déar n dr den wutatriktade normalen till volymen V':s begransningsyta Sy, som bestar
av de bada tvérsnittsareorna 2; och €2y, samt en del av vagledarens mantelyta S
mellan planen z = z; och z = 2z, se figur 3.10. Eftersom mantelytan utgors av
perfekt ledande viggar dir n x EX, = . x E = 0, sa ger den inga bidrag till
ytintegralen. Integralerna 6ver €2; och )y ger ddremot bidrag som vi kan bestdamma
mha. utvecklingarna (3.43) och (3.44) samt ortogonalitetsrelationen (3.32).

Med filtet E; pa ytan Q; anvinder vi oss utav utvecklingen (3.44) samt (3.19)
och (3.20). Ortogonalitetsrelationen (3.32) ger

/ (B! xH—-ExH}) -ndS

= - Z // nu’_E;’V’XH:L_u).'%dS

v TM ,TE

= Z a, v ez(k2n Fant)2 / ETm/ X HTn 'yl + ETn pr X HT’rLl/) -zdS

v TM TE

2
= anV Ym/

"o
Notera att pa ytan {); dr den utatriktade normalen riktad lings —z. Pa ytan (2
anvander vi analogt utvecklingen (3.43). Vi far

/ (Ef xH - Ex H/ ) -ndS

Z / (Y, x HY, — B, x HY,) - 2dS

Z at, etk thzn)z / (Brpy X Hppy — Egoy x Hypy) - 2dS =0

v TM ,TE
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- Mo . +
g fff e
\%4

For E, fas pa samma sétt

// ,XH-ExH_) -ndS

- n// H., —E,, xH.) 2dS

v TM TE

Z @y n/v' € Tilhenthen)z / ETm/ X HTnV ETTL yt X HTm/) +2dS =0

v TM , TE

vilket mha. (3.45) ger

/ (E,,xH—-ExH,_,) ndS

Z nu’// XH:LF’V’_E:’V’XH;V)"%CZS

v/ TM ,TE

_ Z CL Vle 'L(kzn zn! / ETTU/ X HTn Iyt + ETn Iyt X HTnl/) . dS

v TM TE
+

B 2am, v

- nv

Mo

vilket pa liknande sétt ger

al = E
=g ] B

Vi kan sammanfatta dessa bada ekvationer i en:

at = . ET 4
k= i / [ 1 B30 (3.40)

Antag nu att stromtédtheten J &r koncentrerad till en trad ldngs kurvan C' med
tangentialvektor 7. Volymintegralerna i (3.46) 6vergar da till linjeintegraler.

= _ o F
am/ 2Yny/[(p)EnV dr (347)
C

dar dr = 7dl.
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Exempel 3.6
Om kurvan C' ligger i ett transversellt plan z = zp sa ser vi fran (3.47), (3.19), (3.20) och
(3.23) att af, = a,,, exp(—2ik.2). B

Exempel 3.7

En liten plan sluten stromslinga med r-oberoende stréom I befinner sig i punkten 7.
Slingan kan representeras av en magnetisk elementardipol m = I An, dir A &r slingans
area och m normalen till A riktad enligt skruvregeln (hogerregeln). Eftersom slingan dr
liten sa dr H (r) ~ H= (r¢) inuti slingan. Vi far med (3.47), Stokes sats och Faradays

induktionslag
1 I
ot 0 70 .
= E}, - = (VX E}) -ndS
@y 2y,w7§ ~ 2, / S
iwpopno
H dS=——-H]
YWW orHy, (ro) // " %, wlro)-m
||
Exempel 3.8

Om vi placerar en elektrisk elementardipol, p = il dr/w i en vagledare dér dr &r en
infinitesimal, riktad stricka, sa ser vi att (3.47) ger

+ _ wno ET

Apy = 2Ym/p
Antag att dipolen &r beldgen i punkten 7. Filtet fran dipolen ges da av

W 1 _
RN (p- By (1) B (1), 2> 2

2 — Yo
E("’) — zw V:TM,TE
) 1 _
- 9 Z Y. (p ’ ETTV(TO))EHV(T)’ z <z
nv
u:T?/I,TE
Detta kan skrivas
w 0
E(r) = =p-g(r,mo)

Storheten G ges av
- Z ZnuE;u(rU)Ezu(r)v Z > 20

n
g(’f', ro) _ VZTM,TE + B
- Z ZTWEm/(TU)Em/(r)v z <z
V=TM,TE
och kallas for Greendyaden, vilket dr den vektoriella motsvarigheten till Greenfunktionen
for skaldra filt. Modens impedans Z,, = 1/Y,,,. 1

3.10 Modanpassningsmetoden

Modanpassningstekniken ar en effektiv metod for att bestdmma reflektion och trans-
mission av filt vid skarvar mellan vagledare av olika dimensioner. Tekniken kan med
fordel anvéndas dven vid analys av hornantenner.
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o At (2) B*(2)
< SV SH <
G e

Figur 3.11: Geometrin for modanpassningstekniken.

Vi borjar med att studera fallet med en forlustfri vagledare déar det vid z = 2z
ar en utvidgning av tvarsnittet fran Sy till Sy, se figur 3.11. Vi antar propagerande
moder i positiv och negativ z-led bade fér z > z5 och z < z. Féljande utvecklingar

av filten antas, se (3.25) pa sidan 53 (vi skiver for enkelhets skull inte ut beroendet
av vinkelfrekvensen w)

E(r)= ) (a3, B/ (r) +a,,E,(r))

n
v=TM,TE, TEM

Hr) = S (B () + o Hoy (1)
L V:TM,ZEE,TEM
(E(r) =" (05,Ef,(r) + b, B, (1))
v=TM, TE,TEM > 2%

H(r) =Y (bl H} (r)+0b,,H,,(r))

n
v=TM,TE,TEM

dér de infallande modernas amplituder a, och b, antas kinda. De transversella
komponenterna av féltet kan skrivas

\% _Z + ikY. 2 e 1%
ET(T) - (anye o +anue o ETm/(p)
n
v=TM,TE,TEM

z < 2o
HY(r) = Y (af,e™ — ag,e ™) HY,,(p)
L u:TM,%E,TEM
(Ef(r) = > (bre™ + b, ™) BY,, (p)
V:TM,’%E,TEM
zZ > 2

Hir) =Y (b:[yeikgnz - bgye—ikfnZ) HY (p)

n
. v=TM,TE,TEM

Notera att de transversella utvecklingsfunktionerna &r olika pa vénster respektive
hoger sida om skarven z = z eftersom det transversella vagtalet (egenvirdena) ki,
sindras da det geometriska tvirsnittet indras. Vi betecknar dessa funktioner EY.
och E¥ ., med liknande beteckningar for det magnetiska féltets egenmoder och fér
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de longitudinalla vagtalen kY. Vid z = z; giller att de transversella komponenterna
ar kontinuerliga 6ver Sy och att det transversella elektriska féaltet dr noll ver den
aterstaende delen av ytan Sy, dvs. p € Sy men p ¢ Sy. Déarmed fas

0, € Sy och S
qu{(p7 ZO) _ v P H P ¢ v

EY(p,z0), pE Sy (3.48)
H¥<p720) :H¥<p720>7 pESV

Ta nu normalytintegralen 6ver Sy av vektorprodukten mellan H ? ~,» och den 6vre
av ekvationerna i (3.48). Genom att utnyttja normeringsintegralen (3. 32) pa sidan 63

1

// ETm/ X Hj]i[j;l/ ( )) dsS = _Ynjiénn’(syy’
Tlo

dér admittanserna for forlustfria material i vagledaren ges av, se (3.33)

( HV
k..
GW—HQ’ y—=TM
Co (]ftI_LV)
HV*
Yo' = % v =TE (3.49)
Co (]i]t V)
\/E, v =TEM
\ M
fas
Q(B™(20) + B~ (20)) = P"(A"(20) + A (20)) (3.50)
diir A*(z) och B*(z) #r kolonnvektorerna AZ (z) = af e**=nz och BE (z) =
biyeﬂsz # och ! star for transponat. Matrisen P dr given av

nunu’_// Tn]/ XHTI{ZV(p))dS’

och @) ar den diagonala matrisen
L on
in/,n’z/ - _Yny(snn’(sm/’
"o

Genom att bilda normalytintegralen 6ver Sy av vektorprodukten mellan ngl,u, och
den undre av ekvationerna i (3.48) fas pa samma sétt

P*(B"(20) = B~ (20)) = R"(A"(20) — A (20)) (3.51)
dér R &r den diagonala matrisen

1
Rnu,n’u’ = Yn‘,// 5nn’ 51/1/’
o
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Ia:7.5mm b=15mm 2

- — >
0

Figur 3.12: Overgang mellan tva planvagledare.

Modadmittansen Y," ges av (3.49).

Systemet av ekvationer (3.50) och (3.51) ger f6ljande relation mellan de infallande

modernas amplituder A (zy), B~ (29) och de utgaende modernas amplituder A~ (zg),

B (20):
A (20) (S Si2 A+(ZO) B A+(ZO)
()= G 3 () - (5)

dér S kallas spridningsmatrisen och vars element ges av
Sll — (P*Q—lpt + R*)—l(R* - P*Q—lpt)
Sy =2(P*Q'P'+ R*)"'P*
S21 — Q(PtR*flp* 4 Q)flpt
Spp = (P'R*™'P*+ Q)" (P'R'P" - Q)

Vi har nu haft en utvidgning av vagledaren dvs Sy < Sp. Om vi istéllet har
Sy > Sy fas snarlika uttryck. Relationen mellan amplitudvektorerna kan da skrivas

Ai(Zo) - §11 §12 A+(ZU>
B*(z))  \Sa S B~ (20)

dér spridningsmatrisen ges av
5711 _ (R + ﬁt@*flﬁ*)fl(ﬁtQ*—lﬁ* N R)
Sia = 2(R + P'Q*1P*)"' Pt
§21 _ 2(ﬁ*R—1ﬁt + Q*)—lﬁ*
§22 _ (ﬁ*Rflﬁt + Q*)—l(Q* . ﬁ*R—lﬁt)
och

ﬁnu,n’y’ - //2 . (E?ny(p) X H¥2’V’(p)> dS
Sy

Exempel 3.9

Studera en 6vergang mellan tva planvagledare enligt figur 3.12. En infallande TEM vag
utbreder sig i positiv z-led och ger upphov till en reflekterad och transmitterad TEM-vag
vid z = 0. Frekvensen #r sapass lag att inga andra moder &n TEM-vagen kan propagera.
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1.4 . |

b2 \T ledningsteori
| T (mOdanpassning)/ ( ednings eor1) -
11

0.8 |

06 ¢ I' (modanpassning)

o4l |

021 r (ledningsteori)/ |
O : ! IRRRE R

! 5 10 1

Frekvens [GHz]
Figur 3.13: Reflektions- och transmissionskoefficient for TEM-moden.

For laga frekvenser kan ¢vergangen behandlas med ledningsteori, vilken ger reflektions-
koefficienten I' = (Zy — Z1)/(Z2 + Z1) och transmissionskoefficienten T' = 275 /(Zy + Z1).
For en planvagledare ges karakteristiska impedansen av Z = dn/w, dir d &ar avstandet
mellan plattorna och w &r ledningens bredd. Reflektions- och transmissionskoefficienterna
ges alltsa av

_b—a

b+ta

2

b+ta
Dessa koefficienter kan nu jaimforas med de koefficienter som modanpassningsmetoden ger.
I detta fall &r det ingen infallande vag fran héger dvs. B~ (z9) = 0. Matrisen S1; fungerar
da som en reflektionsmatris och matrisen Ss; som en transmissionsmatris. Eftersom den
infallande vagen ar en TEM vag ges reflektions- och transmissionskoefficienten for TEM
vagen av Si1,17EM, respektive Soi rpar. I figur 3.13 jamfors reflektionskoefficienten for
TEM vagen beriknad med modanpassningstekniken och med vanlig ledningsteori. I detta
fall &r @ = 7.5 mm och b = 15 mm. Som synes fungerar ledningsteorin bra upp till 1 GHz
men dérefter ger den allt sdmre resultat. Detta trots att de nést ldgsta moderna TE; och
TM; inte bérjar propagera forrin vid 10 GHz. B

3.10.1 Kaskadkoppling

En vagledare med flera diskontinuiteter kan behandlas med kaskadkoppling. Antag
att vagledarens geometri ser ut som i figur 3.14. Relationen mellan A*(z;) och
B*(z) kan skrivas, se (3.50) och (3.51)

(B %) )= (2 &) (EE)
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_——— - B+(Z) C’+(z)
— — —
e -~
A(z) L B(2) o)

Figur 3.14: Tre kaskadkopplade vagledare.

Relationen mellan B*(z;) och C*(21) ges av

(& ) o) =3 ) ()

Relationen mellan B*(z;) och B*(z) ges av

) - ) ()
dir EX

vt (2) = OnprOpr exp(Fik.y,2). Genom matrismultiplikation kan man nu fa
relationen mellan A% (z) och C*(z;). Det #r ocksa enkelt att generalisera till en
vagledare med ett godtyckligt antal diskontinuiteter.

Genom kaskadkoppling av manga korta segment med konstanta tvarsnitt kan me-
toden tillampas dven pa kontinuerliga 6vergangar i vagledare och pa hornantenner.

3.11 Resonanskaviteter

En resonanskavitet fungerar som ett bandpassfilter eftersom endast falt med vis-
sa frekvenser kan existera i en kallfri kavitet. Resonanskaviteter anvinds ofta i
mikrovagssystem eftersom de i de flesta fall har betydligt smalare bandbredd &n
traditionella bandpassfilter inom kretstekniken, se figur 3.15.

Vi skall analysera en vanlig typ av resonanskavitet som bestar av en halrumsvag-
ledare med metalliska d&ndytor vid z = 0 och z = d, se figur 3.16. For att bestimma
de filt som kan existera i kaviteten behover vi randvillkor for z-komponenten av
de elektriska och magnetiska félten vid z = 0 och z = d. Eftersom Er(p,0) =
Er(p,d) = 0 for alla p, foljer att Vi - Er(p,0) = V- Er(p,d) = 0. Eftersom
V - E(r) = 0 inuti kaviteten foljer att z-derivatan av FE, &r noll vid &ndytorna. For
magnetfiltet géller att H, &r noll vid &ndytorna eftersom H &r noll i metallen och
normalkomponenten av B alltid ar kontinuerlig. Darmed har vi féljande randvillkor

OE.(p,0) _ 9E.(p.d) _

0z 0z (3.52)
H.(p,0) = H.(p,d) =0
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Figur 3.15: Exempel pa mikrovagskaviteter och matning. Den vénstra kaviteten
matas av en vagledare via ett hal i botten. Den mellersta kaviteten matas av en
koaxialkabel vars innerledare bojts i en halvcirkel och fasts vid kavitetens véigg. Den
hogra kaviteten matas av en koaxialkabel dér innerledaren sticker in en bit vertikalt.

YA \

Y

Figur 3.16: Geometri for resonanskavitet.

Filten i kaviteten bestar av vagor som gar i positiv och negativ z-led. Genom
att anvinda utvecklingarna i ekvationerna (3.19) och (3.20) kan z-komponenten
av falten skrivas

+ ikyz ﬂlkzz)wn(p) U= TE

E.(r) = (a},e™* —aye ™), (p)  v=TM
TIOHZ(T) = (anue + 0’77116

Randvillkoren ger a}, = —a,, och sink.,d = 0. Darmed kan k, endast anta de
diskreta vérdena

i Ar (=0,1,2... v=TM

= (=1,2... v=TE
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De frekvenser som kan existera i kaviteten bestéims av att k* = k2 + k.7 och dirmed

c (r\?
— k2 (2 .
Jne 5\ Fn ( d> (3.53)
Félten for motsvarande moder ges enligt (3.19) och (3.20) av

g (. . Amz lrz
E.(r) =/ EE (zETW(p) sm%Jrvn(p) COS%Z) v=TM

€ Uz (=0.1.2 (354)
H,(r) = | ~Hr,,(p) cos — =0,1,2...
d d
dér e, = 2 — 0y och
/2 . Amz
Enf(r> = Z\/;ETnu(p) Sin 7 - TE ( )
3.95
Hy(r) = a (HTm/(p) Cos %Z + ing 'w, (p) sin %2) ¢=12...

3.11.1 (-varde for kaviteten

Viggarna i en resonanskavitet ar inte perfekt ledande vilket leder till effektforluster,
jfr avsnitt 3.8, och okad bandbredd. @-virdet (Quality factor) &r ett matt pa hur
stora forlusterna &r i ett resonanssystem. Vi skall hér héarleda ett uttryck for Q-
vérdet och visa hur Q)-virdet ar relaterat till kavitetens bandbredd.

Vi betraktar en resonansmod med index n¢ som genererats vid ¢ = 0. Forlusterna
i vaggarna antas vara sma och de ger upphov till en ddmpterm i ekvationerna for
det elektriska och magnetiska filtet. Detta ger att z-komponenten av magnetfiltet
respektive det elektriska féltet for TE-moderna och TM-moderna satisfierar f6ljande
ekvation
1 9*f(r,t)  2a0f(r,t)
2 ot? 2 ot
dér dampkoefficienten « &r liten. Variabelseparationen f(r,t) = g(r)h(t) ger

L (1dh(t)  2adh(t) _ g2
h(t) \ 2 dt? 2 dt )

V2f(r,t) =

—Vi(r) =
N

Vi antar att a > 0 dr sapass liten att de homogena randvillkoren som géller i det
forlustfria fallet, se ekv. (3.2) och (3.52), inte #indras. Detta ger att egenvirdena k?
antar virdena k2, = (27 f,e/c)?, dér f,, dr given av ekv. (3.53). Ekvationen for h(t)
ges da av

1 thng(t) i 2c0 dhng(t)
2 dt? 2 dt
Den allménna losningen kan skrivas

+ k2 hpe(t) = 0

—at—ac! _ 2!
hng(t) :Anfe at anét—FBnge atJrzwnzt
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dér koefficienterna A, och B, bestdms av begynnelsevérdena h,.(0) och h/,(0).
Sjélvsviangningsfrekvensen w!, ges av

Wiy =\ (27 frr)? — &% & Wy

Vi ser att dimpningen sidnker resonansfrekvensen nagot. Eftersom « ar liten kan vi
forsumma sdnkningen. For att bestdmma frekvensspektrum for moden, antar vi att
hne(t) = 0 for t < 0. Fouriertransformering ger

1 1
M (w4 wr) + @

iwt

hng(w) = /0 hng(t)e dt = Ang —i(w _ wng) T a
For vinkelfrekvenser w néra resonansfrekvensen w,, dominerar den forsta termen
(endast positiva frekvenser aktuella). Energin #r proportionell mot |k, (w)]? ~
A%,/ ((w — wne)* + @?). Resonansens bandbredd B > 0 definieras av |h,¢(wne £
B/2)|> = |hpe(wne)|?/2. Dirmed dr B = 2a.

Vid resonans kan vi approximativt skriva de elektriska och magnetiska falten i
kaviteten pa foljande sétt

E(r,t) = Re{E(r)e™'}e
H(r,t) = Re{H (r)e™m'}e~

diar E(r) och H(r) ar de komplexa filten i en resonanskavitet med perfekt ledan-
de véggar, se ekvationerna (3.54) och (3.55). Den upplagrade elektriska energin i
kaviteten ges av

We(t)—%/vE(r,t)~E(r,t)dV

_ g (E(,r,)eiwnlt + E* (,r)e—iwnlt) . (E(,r)eiwnlt + E*(r)e—iwnlt)dve—Zoat
v
Dimpkoefficienten « éir sapass liten att faktorn e=2* inte dndrar sig ndmnviirt under
en period. Vi tidmedelvérdesbildar genom att integerera 6ver en period, T = 27 /w,,,

1 t+T £o
V) = / W)t = S B(r) e
t

Tidsmedelvirdet av den upplagrade magnetiska energin behandlas pa samma sétt
och ger

U _ i N g _ MO 2 _oat
m(t) = Wi (t')dt' = Z|H(T)| e
t

Tidsmedelviirdet av den upplagrade energin ges av U(t) = U,(t)+U,,(t) = U(0)e~2**.
Man kan visa, se évning 3.14, att tidsmedelviardet av de upplagrade elektriska och
magnetiska energierna ar lika.

Déampkoefficienten o bestdms nu genom att berédkna tidsmedelvardet av de jouls-
ka effektforlusterna i viggarna. Bade mantelytan och d&ndytorna bidrar till forlust-
erna.
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Energiforlusten under en period ges av

2m 2m 2m
P,(t)— =-U'(t =2aU(t
0 =V~ =2U{)~
dér P,(t) = —U’(t) ar den joulska effektforbrukningen medelvardesbildad under en
period. For en resonanskavitet definieras ()-véirdet genom
tmv av energin i kaviteten vid resonansfrekvensen Ut) wne
energiforlusten under en period vid denna frekvens P,(t) 2«

Vi har redan visat att kavitetens bandbredd ges av B = 2a. Darmed géller en enkel
relationen mellan @Q-vérde och bandbredd, B = w,,/Q.

Tidsmedelvirdet av forlusterna i viggarna far ett bidrag P;(t) fran dndytorna
och ett bidrag P,,(¢) fran mantelytan,

P,(t) = Py(t) + Pu(t)

Fran (3.54) och (3.21) foljer att den upplagrade energin f6r en normerad TM mod
kan skrivas

€0 o Uz 2 I
Urni(t) = 2U,,(t) = W/ 0s —dz// kt:van p)|? dadye=2 = 5{56 20t

dér €y = 2 — dp9 och dér vi utnyttjat att (2 x Vru,) - (2 x Vru,) = Vo, - Vv, =
|V7u,|? samt ortogonalitetsrelationen i (3.28). Motsvarande energi for en TE-mod
ges av ekvationerna (3.55) och (3.21)

2 o U €o k2
UTE(t) = 2Ue(t) = 6506_1/ sin izd // 4 ]VTwn | dl‘d 2 Enfe_%ét

vilket &r samma uttryck som for TM-moden. Tidsmedelvirdet av forlusterna i
andytorna ges av

R, —%a “2a
Pt) = = / [H(p,0) + | Hy(p, d)*dudye™" = R, / |Hr(p,0)Pdudye >
Q Q

dir Ry = 1/(0d) = \/wp/(20) ar ytresistansen, se (3.39). Fran (3.21) och ortogona-
litetsrelationen i (3.28) fas att

( 2
k
R, g2t T)
T]Oktnd
Pi(t) =
2k, 2
R,— e TE
[ Mokend
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Vi ser att kvoten P;(t)/U(t) ar oberoende av tvérsnittsytan 2 och bara beror av
kavitetens langd

R, 2—52 ™
B(t) B Ho
Ut) 2
4k
R,—2 TE
pokiyd

Tidsmedelviardet av forlusterna i mantelytan ges av
1 d
P,(t) = 5 s / / | x H(r)|?dldze >
0
r

ddr n dr normalen till mantelytan och I' &r tvérsnittets randkurva. Genom att
utnyttja (3.19)—(3.21) fas

5 /|n Vrvm(p)[2dT ™
tn

Pp(t) = =ng2Ree 2 (3.56)
k.
/k 7o X Vrw,(p)]? + |w,(p)|?dl TE

tn

\
Sammanfattningsvis fas att kavitetens Q-vérde ar relaterat till dimpkoefficienten «
genom () = w,y/2a och att o ges av

(

1
Ao, 1 /|ﬁ-VTvn(p)|2dF ™
P,(t) po \ d 2k,
o = a = r
S z0 2 2 2
k dr| TE
e | B [ ki x Trwalo) + o)
\ r

Exempel 3.10

Vi exemplifierar med fallet en cirkuldrcylindrisk kavitet. For en cirkuldr vagledare med
radien a ges v, och w, av tabell 3.4 pa sidan 60. Genom inséttning av dessa uttryck i
ekv. (3.56) fas effektforlusterna i mantelytan till

(kmnea)?€52m5 2 ™

Pp(t) = Rge™ % —2 7772nn 2 (kzga)Q
o — mP)a <m * 1) e

hmn
Dérmed fas foljande Q-véirden

nOknga
Rs(1+¢4a/d)

Qrm =
(kmnea)®no(1 — m?n,,2)
2Ren2,, (1 + (kzea)?m®nmn + 2 (1 — m2nmn) k2,a3d='nimn)

Eftersom ka0 = \/nmn + (fma/d)? respektive kpnea = /€2, + ({ra/d)? kan bade Q7
och Qrp skrivas pa formen f(a/d)/Rs. B

QrE =
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Figur 3.17: Koaxialkabel och dess geometri for 6vning 3.3.

Ay

A ¢ v

Figur 3.18: Geometri for 6vning 3.4 och en vagledare med cirkulért tvérsnitt med
en metallisk platta.

3.1

3.2

3.3

3.4

Ovningar till kapitel 3

Visa att féilten for propagerande TE- och TM-moder i en plan vagledare kan skrivas
som en superposition av tva plana vagor. Beskriv at vilket hall vagorna ror sig. Hur
ror de sig vid gréansfrekvensen respektive vid mycket hoga frekvenser?

Tidsmedelvirdet av effekttransporten i en forlustfri vagledare dr alltid noll for de
icke-propagerande moderna. Visa att effekttransporten for alla moder i en vagledare
(odndligt lang) fylld med ett ledande material dr skild fran noll oavsett frekvens.
Vart tar effekten som transporteras i vagledaren vigen?

Bestdm modlésningarna i en koaxialkabel, vars innerledare respektive ytterledare
har radierna a och b, se figur 3.17.

I en cirkulér vagledare dr det TE{1-moden som har den lagsta gransfrekvensen. Dess
gransfrekvens ges av forg,, = 1.84lco/2ma, se tabell 3.4. Genom att sitta in en
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3.5

3.6

3.7

3.8

metallplatta radiellt kan man sinka den ligsta grinsfrekvensen. Berdkna moderna
for en geometri enligt figur 3.18, och bestdm hur stor sdnkningen av den lidgsta
gransfrekvensen r.

Ledning: Besselfunktioner med halvtaliga index kan skrivas i de trigonometriska funktio-

nerna
2 1d\" sinz 2z
J _ “ . m+1/2 (- % _ =i
m+1/2(z) \/;Z zdz z T Im(2)

dir j,,(2) dr en s.k. sfiirisk Besselfunktion. Speciellt
2 2z, .
Jl/g(z):\/;smz7 Jg/g(z):\/?(smz—zcosz)

En rektangulir vagledare med sidorna a = 4 cm och b = 3 cm ar for z < 0 fylld med
luft (e = 1) och for z > 0 fylld med ett dielektrikum med ¢ = 2. TM-moden med
den lagsta cut-off frekvensen propagerar i positiv z-riktning for z < 0. Frekvensen
ar vald sa att den sammanfaller med cut-off frekvensen i omradet z < 0 for den nést
ldgsta TM-moden. Lat P; och P, vara tidsmedelviardet av den totala effekten som
flodar genom ett tvérsnitt av vagledaren for z < 0, fér det inkommmande respektive
reflekterade faltet.

a) Bestdm kvoten P,/P;.

b) Finns det nagon frekvens for vilken P, = 07
Antag en cirkuldr halrumsvagledare med radien ¢ = 3 cm.

a) Bestdm vilka moder som kan propagera vid f = 5 GHz da vagledaren &r
luftfylld.

b) Antag att vagledaren fylls med ett plastmaterial som har relativa permittivi-
teten € = 3 och konduktiviteten o = 107! S/m. Bestiim dimpningen av den
dominanta moden i dB/km som funktion av frekvensen.

En vagledare har ett ellipsformat tvirsnitt med halvaxlar a, b, dar b = %a dvs
(2)%+(32)2 = 1. Bestim den biista 6vre och undre gréins for den ligsta TM-modens
gransfrekvens (uttryckta i a) som kan fas genom att jaimfora med griansfrekvenserna

for vagledare med rektanguldrt tvérsnitt och med cirkulért tvarsnitt.

Ledning: Enligt variationskalkylen giller att en undre grins for grinsfrekvensen ges av
griansfrekvensen for en vagledare vars tvérsnitt omskriver ellipsen, och en 6vre gréins ges av
gransfrekvensen for en vagledare vars tvirsnitt omskrives av ellipsen.

I en rektanguldar vagledare med métten 0 < x < a, 0 < y < b, a = 6 cm, b =
4 cm sétter man in en mellanvigg i omradet z > 0, se figur 3.19. Mellanviggen dr
parallell med y-z-planet och befinner sig vid x = xy. Bade vagledarens viggar och
mellanviiggen #r perfekt ledande. For ett visst virde pa xg méts P; och P. upp,
dar P; och P, ar tidsmedelvirdet av effekten som transporteras i positiv respektive
negativ z-led i delen z < 0. Om endast grundmoden TEy propagerar i positiv z-led
for z < 0 sa géller att P,./P;, = 1 for alla frekvenser lidgre #n 3.75 GHz och P, /P; < 1
for frekvenser hogre én 3.75 GHz.



88 Vagledare vid fix frekvens Kapitel 3

3.9

*3.10

*3.11

Figur 3.19: Geometri for 6vning 3.8.

a) Bestdm z.

b) Vad &r kvoten P,/P; da en TEg3 mod propagerar i positiv riktning fér z < 0
vid frekvensen 10 GHz?

c) Vad ar kvoten P,/P; da en TE3y mod propagerar i positiv riktning for z < 0
vid frekvensen 20 GHz?

En cirkulér plattkondensator, med en radie som &r mycket storre &n avstandet mellan
plattorna och dér utrymmet mellan plattorna &r fyllt med luft, &r given. Om man
i forsta approximationen antar att det elektriska faltet, som varierar sinusformat
i tiden, &r oberoende av rumskoordinaterna och har toppvardet Ey, vad blir da
toppvérdet av det magnetiska filtet mellan plattorna.

Filtet i foregaende uppgift uppfyller ekvationen Vx H = J+9D /0t men ej VX E =
—0B/0t pa grund av att det #dr kvasistationdrt. En béttre approximation till den
korrekta losningen fas genom att bestimma E ur V x E = —0B/0t dir B dr den
kvasistationidra magnetiska induktionen given av foregaende uppgift. Det erhallna
faltet E kan sedan anvéndas for att fa en béttre approximation av H osv. Antag
att plattorna i foregaende uppgift ar odndligt stora och lat vidare o = 0 och € # 1
mellan plattorna. Visa med hjélp av den iterativa metoden beskriven ovan att en
16sning som uppfyller Maxwells ekvationer ges av

1

CHo

dér p = Va2 4+ y?, ¢ = 1/+/(€eo€epp) och och Jy(z) dr nollte ordningens Besselfunk-

tion.

H(p,t) = ———BoJj(= p) cos(wt)b

a) Bestdm fiiltet i foregaende uppgift genom att 16sa Helmholtz ekvation for filtet
E = E(p)z, i ett omrade mellan tva stora cirkuldra plattor.

b) Antag att plattorna har radien a och att det vid r = a finns en perfekt ledande
mantelyta. Detta ger att det endast kan finnas filt med vissa frekvenser mellan
plattorna. Bestdm dessa frekvenser.
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3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

Figur 3.20: Geometri for 6vning 3.17.

En végledare har ett kvartscirkelformat tvérsnitt med radien R. Bestim samtliga
TE- och TM-moder.

En halrumsvagledare avslutas med en perfekt ledande tvérsnittsyta. Visa att den
ytstrom som induceras av en infallande mod ger upphov till den reflekterade moden
samt till en ”transmitterad” mod som slicker ut den infallande moden.

Visa att den upplagrade elektriska och magnetiska energin &r lika stora i en reso-
nanskavitet.

Antag en resonanskavitet med viss geometri. Visa att om alla langder skalas med en
faktor K sa foriandras QQ-viardet med en faktor v K om konduktiviteten i viggarna
ej éndras.

a) Bestdm @ for TEjg;-moden i en réitvinklig parallellepiped med sidorna a x b x d.

b) Bestidm resonansfrekvensen och @Q-viirdet for TEjg;-moden da a = b = 2 cm,
d = 4 cm och kaviteten ir tillverkad av koppar (o = 5.8 - 107 S/m).

c¢) Bestam resonansfrekvensen och Q-vérdet for TE g;-moden da a = b = 20 cm,
d = 40 cm och kaviteten #r tillverkad av koppar (o = 5.8 - 107 S/m).

Figuren visar ett magiskt T. Samtliga vagledare dr av samma dimensioner a x b dér
a > b. Man skickar in grundmoden TE;3 moden i portarna.

a) Antag att en TE;q skickas in i port 1 och att vi kan foorsumma den effekt som
reflekteras tillbaks i port 1. Hur mycket effekt gar ut i port 2, 3 respektive
47 Antag att det elektriska filtet vid en viss tidpunkt &r riktat uppat i ett
tvarsnitt till port 2. Hur adr det da riktat i ett tvarsnitt till port 3 om de bada
tvérsnitten ligger pa samma avstand fran symmetriplanet?

b) Antag att TEjg skickas in i port 4 och att vi kan forsumma den effekt som
reflekteras tillbaks i port 4. Hur mycket effekt gar ut i port 1, 2 respektive
37 Antag att det elektriska filtet vid en viss tidpunkt &r riktat uppat i ett
tvérsnitt till port 2. Hur dr det da riktat i ett tvérsnitt till port 3 om de bada
tvérsnitten ligger pa samma avstand fran symmetriplanet?
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Sammanfattning av kapitel 3

Modlésningar—TM- och TE-moder

Egenviardesproblemet

: (TM-fallet)
vn(p) =0  ppal

{ V2w, (p) + klw,(p) =0 pcQ

{ V20,(p) + klva(p) =0  peQ

dw,(p) Ly ppa T (TE-fallet)

on

Normering

/ / vn(p)vw (p) dzdy = by

Q

J[ oty dndy = 5,0

Q

Egenmoder

v =TM

v=TE

(
Enf(r, w) = ETW(p,w)eiik“Lz
H, (r,w) = {£Hr,,(p,w) + 15 " wa(p)z} e**=n*
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Transversella modkomponenter

k. (w)Vru,(p), v =TM
—§ﬂ@gzxw%w4p% v =TE
0

ETnz/(pv w) = ]%2;(&)) {

H 174 ? =

{gqmzwiam,yTM
0
k.

2 (W) Vrw,(p), v=TE

Modl6sningar—TEM-mod

Potentialproblemet

Viv(p) =0
¥(p) = konstant ppal

Normering

éf Vri(p) - Vi (p) dedy = 1

Egenmod

v =TEM

Ef(r,w) = ETV(p7 w)eiikz
H(r,w) = +Hr,(p,w)e™*
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Kapitel 3

Transversella komponenter

Errpv(p,w) = =Vr(p,w)
k(w)co
wh(w)

noH rrev(p, w) = z X Errem(p,w)

Allméan utveckling i moder

E(r.w)= > (a}E} (r.w)+a,E,,(rw)
u:TM,%E,TEM {

H(’I", W) = Z (CLII/H;Z/(T?CU) + CL;VH;,(’I", w))

n
v=TM,TE,TEM

z € |21, 29|
pe

Ortogonalitetsrelationer

Modadmittanser

1

// z2-{Er,(p,w) X Hr}u(p,w)} dS = =Y, 00, 006,00
Mo

Q

1

//2 ’ {ETnu(pa w) X HTn’V’(ﬂaw)} dsS = _U_Ynu(sn,n’(sy,z/’
0

Q
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Effekttransport

Allmant

nv-nv

_ Z %ReYE{’a ‘ p—2Imknz _ |any|2 e2Imk=nz 4 9i Ty (a e QiReanz)}

V= TM , TE

Propagerande moder

[z <8(t)> (r,w)dedy =+ Y 2
Q kep<k(w) 470

Forluster i viaggar

P(z) = P(0)e™**
e ]{ 12 % Vo2 dl, TM-mod
o 0-5ktn n
o L]{(kziwmuyw |2) dl, TE-mod
WU(SNOP«]CZ” k‘tn TWn n )

Killor och utvecklingskoefficienter
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Resonanskaviteter

RS Ey 1 /A 2
— |5t 7= -Vru, ar ™™
o AT T sl

r

R, [2k2 1 [k2 .
¢ +§/ £|n X VTwn(p)|2+kti|wn(p)|2dF TE

poki d ke

n
I
Wne
@= 2¢

B =2«




Kapitel 4

Transienta forlopp i vagledare

tillampningar &r filten inte rent tidsharmoniska utan varierar i tiden. Signalerna

som skickas bestar da av ett helt spektrum av frekvenser. Ett sétt att analyse-
ra utbredningen av tidsberoende signaler &r att Fouriertransformera signalen som
sédnds in, propagera det Fouriertransformerade féltet och déarefter bestdmma utsig-
nalen genom en invers Fouriertransform. I detta kapitel presenteras en mer allmén
formulering dér en propagator hérleds. Genom att falta propagatorn med en inkom-
mande puls kan man bestdmma féltet i en godtycklig punkt i vagledaren. Propaga-
torn motsvarar alltsa vagledarens impulssvar och dr oberoende av den inkommande
pulsen, vagledarens geometri och av modtalet.

Vagutbredning av en fiz mod i en halrumsvagledare vid given fix frekvens be-
stams av

! kapitel 3 beskrevs hur tidsharmoniska filt propagerar i vagledare. I manga

E.(r,w) = v(p)a(z,w) = v(p)A(w)e™*“?* (TM-fallet)
H.(r,w) = w(p)a(z,w) = w(p)A(w)e*)* (TE-fallet)

dér det longitudinella vagtalet &r

(4.1)

s wg 1/2
k) = () - 2} = {5~
o
Notera att v(p), w(p), k? och ¢y &r oberoende av (vinkel)frekvensen' w. Vi vill
nu transformera detta uttryck till tidsdoménen, for att kunna studera transienta
vagfenomen i vagledaren. Den inversa Fouriertransformen av (4.1) ger filtens z-
komponent i en punkt z
E.(r,1) = v(p)a(=1)
H(r,t) = w(p)a(z,1)

L= - 1 [> | |
a(z,t) = %/ a(Z,w)e_Mt dw = Py A(w)elkz(w)ze—zwt dw

—0o0

IMed en enkel modifikation av analysen i detta kapitel kan man hantera fall dir ljushastigheten
¢ inte nédvindigtvis dr lika med ljushastigheten i vakuum. Aven fall med materialdispersion (€ fre-
kvensberoende) kan behandlas. For en dielektrisk vagledare &r k¢, v(p) och w(p) frekvensberoende,
vilket leder till ett komplicerat vagutbredningsproblem som ej behandlas hér.
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Amplituden A(w) bestdms av féltets Fouriertransform vid z = 0
A(w) :/ a(0,t)e™" dt

Det visar sig lampligt att i (4.1) addera och subtrahera en faktor exp {iwz/cy}, som
bestdms av funktionen k,(w):s asymptotiska uppforande for hoga frekvenser, dvs.

a(z,w) _ A(w)eiwz/co + A(w)eiwz/co (eikz(w)z—iwz/co) . 1)

En produkt av Fouriertransformer ger en faltning i tidsplanet, och multiplikation
med en faktor exp(—iwty) ger en tidsforskjutning ¢y i tidsplanet. Det elektriska
faltets z-komponent i en punkt z kan da skrivas

olzt) =al0,t—zfe) + [ Plat—zfe—tha0t)dt (42
déar N
P(z,t —z/cy) = i/ (ez‘kz(w)z—iZW/co —1) e—iw(t=2/c0) g,
2m J_ o
a(0,t) = L /00 A(w)e ™ dw
’ 2m J_o

Funktionen P(z,t) kallas filtets propagatorkirna, eftersom den avbildar faltet vid
z = 0 pa féltet i en inre punkt z.
Foljande Fouriertransformpar &r nu lampliga att anvéanda

1 [ o 1/2 , J 12 + 20t
—/ (1 _ gibwtib(w?—a?) ) e " dw = H(t)ab 1 (aVE + 20
2m V2 + 20t

oo \/12

ab/ Jl (CL =+ 2bt) 6iwt dt =1 — efibw+ib(w27a2)1/2
0 V2 4 2bt

dér H(t) ar Heavisidefunktionen (H(t) = 1,¢ > 0, annars noll) och vidare géller att

Im(w? — a®)'/2 > 0, argw € [0, 27).
Propagatorkdrnan P(z,t) blir

—0o0

Ji <k‘t\/c%t2 + 2zcot)
VGt + 2zept

P(z,t) = —cokz H(t)

och faltet skriver vi

a(0,t') dt’ (4.3)

t Jy (k’t\/cg(t — )2+ 2¢oz(t — t/)>
alz t+z/co) = a(0,1)=cokiz /_oo VA — )2+ 2¢02(t — 1))

Parametern ¢ dr nu inte absolut tid, utan anger tiden fran vagfronten som fortplantas
med hastigheten cy.
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Figur 4.1: Propagatorkdrnan P(z,s) vid tre olika ldgen z. Notera att da x okar
trycks propagatorkiarnan ihop och okar i amplitud. Man kan visa att i griansen x —
oo sa giller P(x,s) — —d(s).

Vi ser att koordinaterna

s = kicot

{ T = hiz (4.4)

ar lampliga dimensionslosa parametrar for att beskriva vagutbredningen i vagledar-
en. Med dessa dimensionslosa koordinater utbreder sig alla moder pa samma sétt,

namligen
S

u(z,s+x) =u(0,s) + / P(x,s — s")u(0,s") ds'

—00

Ji (Vs® + 2as) i
x
Vs2 4+ 2xs

De olika moderna skiljer sig endast at genom en skalning i rum och tid, som ges av
(4.4). I figur 4.1 finns propagatorkdarnan P(x,s) for tre olika ligen .

P(z,s) = — s

Exempel 4.1
Om a(0,t) = 4(t) géller
a(z,t+ z/co) = 0(t) + P(z,1)

Vagfronten ar alltsa en deltafunktion som ror sig med vakuumhastigheten och denna f6ljs
av en svans som ges av P(z,t). I figur 4.1 ser vi att svansen oscillerar snabbare ju ldngre
in i vagledaren pulsen propagerar. il

Exempel 4.2
Uttrycket (4.3) géller dven for negativa z. Propagatorn P(z,t) kan da anvindas for att re-
konstruera hur en puls sag ut for negativa z. Man kan ocksa anvinda den for att bestimma
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10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figur 4.2: Propagatorkdrnan P(z,s) for tre olika negativa x.

vilken puls man skall skicka in i en vagledare for att fa ut en puls med 6nskad form, se
problem 2. Da t < —2z /¢y blir rotuttrycket i propagatorkédrnan imaginért och kan skrivas
V@2 + 2co2t = in/—2cozt — c3t2. Appendix A ger da

I1(kg\/—2cozt — cit?
P(Z,t) = —coktz 1( t i 0 )H(t)
V/ —2cozt — cit?

dar I;(y) = —iJi(1y) dr den modifierade Besselfunktionen. I figur 4.2 finns P(z, s) plottad
for nagra negativa virden pa x. il

Ovningar till kapitel 4

4.1 Da en puls utbreder sig i ett dispersivt material bildas en sa kallad precursor”. Detta
ar den del av signalen som kommer direkt efter vagfronten. Vagekvationen for ett
dispersivt material ges av

O*E(z,t) 10°E(z,t) 1 0° /
OFE(zt) 10°E(zt) 107 e
022 C(Q) o2 C(Q) 12 / x(t—tE(z,t)dt 0

déar x(t) ar susceptibilitetskdrnan for det dispersiva materialet och E &r en kompo-
nent av det elektriska filtet. Susceptibilitetskédrnan relaterar férskjutningsfiltet till
det elektriska filtet genom den konstitutiva relationen

D(z,t) = eo(E(z,t) + / x(t —t)E(z,t')dt")

—00
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4.2

4.3

For frekvenser i det optiska omradet dr Lorentzmodellen en bra modell for de flesta
material. Om materialet dr forlustfritt ger denna modell

X(t) = wy sin(wot) /wo H (1)

dér wy, kallas plasmafrekvensen, wg &ér resonansfrekvensen for de bundna elektronerna
och H(t) &r Heavisidefunktionen. Om precursorn definieras som den del av signalen
som anlidnder inom ett tidsintervall At << 1/wg direkt efter vagfronten, visa da att
precursorn i ett dispersivt material satisfierar samma ekvation som ett transient filt
i en vagledare.

I en vagledare med ldngd L skickas en puls av en mod med transversellt vagtal k;.
Man vill att pulsen skall vara en fyrkantpuls da den gatt igenom vagledaren, dvs.

a(L,t) = H(t) — H(t — to)

Bestam formen av den puls som skickas in i vagledaren. Svaret far innehalla en
integral med kénd integrand.

Visa att propagator kiirnan P(z,t) satisfierar ekvationen

t
P(21 + 29,t) = P(21,t) + P(29,t) + / P(z1,t —t')P(2a,t") dt’
0
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Sammanfattning av kapitel 4

Propagatorn




Kapitel 5

Dielektrisk vagledare

omrade som har ldgre fashastighet, och ddrmed stérre brytningsindex, &n det

omgivande materialet. For att forsta hur ett dielektriskt omrade kan leda vagor
gor vi foljande tankeexperiment. Om man befinner sig under vatten och tittar upp
mot vattenytan sa fungerar ytan som en spegel, om vinkeln mellan siktlinjen och
ytan ar tillrdckligt liten. Om man dessutom har en vattenyta under sig sa fungerar
daven denna som en spegel. Det betyder att ljus som skickas in tillréckligt snett mot
en av ytorna kommer att studsa mellan dem med lag ddmpning, och vattnet mellan
ytorna fungerar darmed som en plan dielektrisk vagledare.

En stor del av kapitlet behandlar den optiska fibern. Den vanligaste typen av
optisk fiber ar cirkuldr och bestar av kvartsglas. Det innersta omradet, kdrnan,
ar dopat med nagot d@mne, ofta germaniumdioxid. Kéarnan far pa detta sétt ett
brytningsindex som éar lite storre dn det omgivande kvartsglaset och kan darmed leda
vagor. Vagliangden pa de vagor som sénds genom fibern &r vald sa att dampningen
i fibern blir minimal. For kvartsglasfibrer anvinds vaglangden A = 1.55 um, vilket
ligger i det infraroda omradet. Vid denna vagliangd ar ddmpningen mycket liten.
I fiberoptisk kommunikation &r det idag inte ddmpningen utan dispersionen som
ar den begransande faktorn for overforingshastigheten. Dispersionen leder till att
pulserna som skickas i fibern breddas, vilket gor att en serie av distinkta pulser efter
en viss stracka smetats ut sa att de inte kan sérskiljas. Ett nodvandigt villkor for att
fa liten dispersion ar att endast en mod skickas i vagledaren. Man brukar darfor gora
kdrnan sa tunn att endast grundmoden kan propagera vid den aktuella vaglangden.
En fiber i vilken endast en mod sédnds kallas singelmodfiber.

! detta avsnitt behandlas dielektriska vagledare. Vagorna leds i ett dielektriskt

5.1 Allminna dielektriska vagledare

Vi antar en homogen odndligt lang och rak dielektrisk cylinder vars begrinsningsyta
ar S och vars tvérsnitt har den sammanhéngande randkurvan I'; se figur 5.1. Cylin-
dern har relativa permittiviteten ¢; och permeabiliteten p; och omges av ett yttre
omrade med parametrarna e och ps. Det inre omradet kallas kdrnan och det yttre
manteln. Vi antar att kdrnan och manteln &r forlustfria dvs. € och p &r reella och
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mantel

Ng = /€242

Figur 5.1: Dielektrisk vagledare med mantelytan S.

positiva 6verallt. Brytningsindexen fér de bada omradena ges av

ny = c0/01 = Vet
Ng = 00/02 = /€22

Vagtalet i vakuum ges av kg = w/cy, och vagtalen i det yttre respektive inre omradet
ges av
kl = w/q = k0n1

k‘g = LU/CQ = k‘o?’Lg

5.1.1 Falt

I kapitel 2 gjorde vi en allmén uppdelning av falten till Maxwells faltekvationer,
som vi kan anvénda for den dielektriska vagledaren. Vi studerar endast falt som
propagerar i positiv z-riktning och kan da gora foljande ansats:

E.(r,w) =v(p, w)e““z(“’)z
noH,(r,w) = w(p, w)eikZ(w)Z

Notera att vi har utnyttjat att k, maste vara lika 6verallt for att randvillkoren skall
kunna satisfieras. Till skillnad fran fallet med halrumsvagledare &r nu funktioner-
na v och w frekvensberoende. I fortsdttningen skriver vi inte ut frekvensberoendet
explicit som argument hos v, w och k,. Funktionerna v och w &r lésningar till
egenvirdesproblemen

v2 + k 2 =0

gv(p) ltZ(p) da pér innanfor I, (5.1)
Viw,(p) + kijw(p) =0
Vzu(p) + kafv(p) = 0

;pv(p) 2t1;(P) da par utanfor I (5.2)
Viw,(p) + keiw(p) = 0
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De transversella vagtalen k;; ér relaterade till vagtalen k; och det longitudinella
vagtalet k., enligt
ki =k —k2 i=1,2

5.1.2 Randvillkor

For att bestimma v(p) och w(p) och det longitudinella vagtalet k, behover vi
bestdmma randvillkoren pa begréansningsytan S. Dessa randvillkor skiljer sig fran
de som anvénts for halrumsvagledaren. Vi undersoker forst hur randvillkoren for
de elektriska och magnetiska filten ser ut pa mantelytan S till den dielektriska
vagledaren.

Randvillkoren vid avsaknad av ytstrommar pa en skiljeyta med normal 7 ar (se
ckvation (1.12) pa sidan 7)

T pasS

’fLXElz’fLXEQ
’fl;Xle’fLXHQ

Pa samma sétt som vid analysen av randvillkoren for en halrumsvagledare med
metalliska viggar, se kapitel 3, infor vi uppdelningen i en longitudinell och en trans-
versell del av filten E och H, vilket ger att

{ﬁ x (Er + %E.)

ar kontinuerliga Over ytan S
i x (Hp + 2H.) & Y

Vi far pa samma sétt som i kapitel 3 att

Ez n X ET .. . . ..
{ o och { i x Hy ar kontinuerliga over ytan S
Vi kan nu utnyttja (2.7) for att skriva om filtens transversella delar i deras longi-
tudinella komponenter. Resultatet av denna omskrivning blir att foljande storheter
ar kontinuerliga 6ver ytan S:

1 L 0H,
{ . W2 {kzz (N x VrE,) —wuop(w) o }
och
. 1

k?

{/{:22 -(nxVrH,)+ weoe(w)a;f;]

Eftersom faktorn e**:* #r gemensam for alla termerna giller kontinuitet dven for
foljande funktioner:

v(p) % {kz (o x Vyu(p)) — u)Mc(w) 81(;7(1/))]
{ e el D (5.3)
w(p) k;i,? {kz (A x Vow(p)) + C(g )aa(;)}

Dessa fyra randvillkor utgor ett system av fyra ekvationer. Férutom randvillkoren
pa mantelytan behovs dven villkoren att fialten dr begransade 6verallt, speciellt for
p = oo och inuti kdrnan.
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€Ea b2

Figur 5.2: Cirkulér dielektrisk vagledare.

5.2 Cirkular dielektrisk vagledare

Vi antar nu en cirkular dielektrisk vagledare. Det inre omradet ar da en cirkulér
dielektrisk cylinder med radien p = a och materialparametrarna €; och p;. Det
yttre omradet, p > a, (manteln) har da parametrarna es och ps, se figur 5.2.
Bada omradena antas forlustfria (dvs. € och p &r reella). Vi kan enkelt genera-
lisera vara resultat till en vagledare med forluster i efterhand. Till skillnad fran
halrumsvagledaren i kapitel 3 kan man nu forvinta sig att randvillkoren (5.3) leder
till att z-komponenterna for det elektriska och magnetiska filten i allménhet kopplar
till varandra.

Precis som for halrumsvagledaren finns det for en fix frekvens ett dndligt antal
propagerande moder, dvs. moder vars gransfrekvens ligger under vagens frekvens.
Det visar sig att grundmoden har noll som gransfrekvens och dérmed propagerar for
alla frekvenser. Genom att gora kéarnan tillrdackligt tunn kommer endast den lagsta
moden att propagera. Vi kallar en sadan vagledare for singelmodvagledare.

5.2.1 Vagledarmoder

Vi gar 6ver till att hérleda faltuttryck, dispersionsrelationer, gransfrekvenser och
effektfloden for en cirkulér dielektrisk vagledare. Vi har sett tidigare att v(p, ¢)
och w(p, ¢) satisfierar Helmholtz ekvation i de tva omradena, se (5.1) och (5.2). I
cylinderkoordinater géller

v2 _ 0? +18+1 0?
T opr pop p?0g?
En separation av Helmholtz ekvation i cylinderkoordinater ger i azimutled egen-
funktionssystemet {1, sinma,cosmo}, dir m = 1,2..., se avsnitt 3.5.3 pa sidan 58.
Randvillkoren medfér ocksa att om v har ¢-beroendet sinm¢ sa maste w ha ¢-

beroendet cosme och vice versa. Om vi begrédnsar oss till vagor som propagerar i
positiv z-riktning kan vi skriva

v(p, ¢) = Yp(p) sinme
w(p, p) = Yu(p) cosmeo

(5.4)
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dér funktionerna g och 1y satisfierar Bessels differentialekvation

”? 10 m?
(a—pQJF;a—p—FJrkf) U(p) =0 (5.5)

Vi har hér valt att lata E, vara en udda funktion i ¢, och darmed blir H, jamn,
men vi kan naturligtvis lika giarna lata E, vara jamn och H, udda, dvs. lata sin m¢
och cosm¢ byta plats. Bessels differentialekvation har tva oberoende l6sningar, se
appendix A, vilka kan skrivas pa nagra alternativa sétt.

e Om k; ar reell och vi betraktar det inre omradet p < a ansétts

U(p) = Adm(kep) + ANy (ki) (5.6)
dar J,, ar Besselfunktionen och N,, & Neumannfunktionen av ordning m.

e Om k; &r reell och vi betraktar det yttre omradet anséitter vi istéllet
W(p) = AH,, (kip) + AH, (Kip) (5.7)

dir H! och H? &r Hankelfunktionen av forsta respektive andra slaget, se
appendix A.

e Om k; dr imaginér dr det lampligt att utveckla ¢ (p) i modifierade Besselfunk-
tioner oavsett om vi &r i det inre eller yttre omradet

U(p) = AK,(ap) + AL, (ap) (5.8)
dir ¢* = —k?.

De olika typerna av Besselfunktioner finns beskrivna i appendix A. Anledningen
till de olika alternativen ar att man genom att utnyttja randvillkoren fér p = 0
respektive p = oo direkt kan sitta en av konstanterna A och A till noll.

Vi kommer framforallt att studera propagerande moder. For dessa géller k2 > 0
och krgf < 0. Eftersom filten ar dndliga da p = 0 och p = oo kan vi gora foljande

ansats
U (s @) = Adm(hp) sinme
wWn(p,8) = Bln(hp)cosmp =
Um(p; ®) = CKpm(gp) sinme
{ wa(p.6) = DEu(gp)cosme — © 7 59

dar vi infort

h = ky,
q = —tky

Om vi istéllet betraktar falt dar v,,(p, ¢) ar en jamn funktion i ¢ gor vi ansatsen

{%%@:Ahwmmww

wWn(p,8) = =BJn(hp)sinmg 7 ="
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{ Um(p, ¢) = CKp(gp) cosme p>a (5.10)

Wi (p, #) = —DKp(qp) sinme

Med denna ansats blir de karakteristiska ekvationerna och relationerna mellan A,
B, C' och D desamma for det udda och jamna fallet.

For att relatera Fourierkoefficienterna A, B, C' och D till varandra och dessutom
bestdmma det longitudinella vagtalet &k, (och ddrmed de transversella vagtalen ki, =
h och ko, = iq), utnyttjar vi att filten i ekvation (5.3) &r kontinuerliga vid p = a. I
det cirkulédra fallet giller n = p vilket gor att ekvation (5.3) kan skrivas

((a”,6) = vla*,¢)
qi(al;@v_(aw(g’@wm dwla )] 1 [kdv(a,¢) wsdua*,e)
A el e e

h? | a  0¢ Co dp ¢?la 00 Co ap
1 {E ow(a™, ) N wer dv(a”, gb)} _ 1 {@ ow(a™, ) N w_@@u(a*,gb)}
L h? | a 0¢ Co dp ¢ |a 0¢ Co dp
Detta ger de fyra ekvationerna

I (ha) 0 — K, (qa) 0 A 0
0 Jn(ha) 0 Kaa) | [B] (o
Seedm(ha) —ehr g, (ha) "EKin(ga) —92K) (qa) | | C| |0

s gt (ha) — e du(ha) 2K (qa) —=Kn(ga)) \D) \0 -

5.11

Kravet for att dessa ekvationer skall ha icke-triviala 16sningar &ar att koefficientde-
terminanten ar noll, dvs.

I (ha) 0 — K, (qa) 0
0 I (ha) 0 — K, (qa)
mk wp1 g/ mk wpa 17! =0
e dm(ha)  —SEL T (ha) 5 Kin(qa)  —L2 K (qa)
2o T (ha) =5 Jn(ha) 22K (qa) —25%Kn(qa)

Determinantvillkoret ger den karakteristiska ekvationen for det longitudinella vag-
talet k..
Vi utvecklar determinanten léngs den 6vre raden och far

I (ha) 0 — K, (qa)
Tn(ha) | =25y, (ha)  "52 K (qa) —222 K], (qa)
ez In(ha) S22 K] (qa) —= K (qa)
0 I (ha) — K, (qa)
— K (qa) |55 Im(ha)  —2540) (ha)  —222K] (ga)| = 0
%Jv’n(ha) —Z‘T%Jm(ha) —7;12% K,n(qa)

Genom att utveckla underdeterminanterna fas foljande ekvation

(e ) (i)
q*a®  h%a? ko
- (twhle) , elian)) (el | ofton)
haJy(ha) — qaK,,(qa) haJy(ha) — qaKp,(qa)

(5.12)
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dér vi anvéint kg = w/co = wy/€ofip- Denna ekvation #r en andragradsekvation i ut-
trycket J!, (ha)/(haJy,(ha)). Om vi loser ekvationen for denna term fas tva losningar

J(ha) K, (qa) pues + pgey

haJy,(ha) B 2qaK,(qa) [i1€1

n K (qa) jues — poer\ mk,\* (1 1\?
(raietan o) + (%) (o )
Vi far alltsa tva uppséttningar av losningar till (5.12), den ena for plustecknet och
den andra for minustecknet. Detta betyder att vi far tva uppséttningar av moder.
De som ges av ekvationen med plustecken kallar vi fér EH-moder och de andra
for HE-moder. De karakteristiska ekvationerna &r ekvationer for det longitudinella
vagtalet k.. De motsvarande transversella vagtalen i kdrnan och manteln ges av
h = \/k? — k2 respektive ko, = iq, diir ¢* = k* — k3 = k} — k3 — h*.

Vi definierar gransfrekvensen for en mod som den ldgsta frekvens for vilken
moden propagerar utan att dimpas. Om ¢> &r reell och positiv, dimpas vagorna
exponentiellt i radiell led i manteln eftersom argumentet i de modifierade Bessel-
funktionerna i ekvation (5.9) da &r reellt och positivt. Om déremot ¢* &r negativ
eller komplex lacker moderna effekt i p-led och ddmpas dérmed i z-led. Det &r
dérfor naturligt att definiera grinsfrekvensen som frekvensen for vilken (ga)? = 0,
dvs. ga = 0. Vid grinsfrekvensen giller saledes h = \/k? — k3 = ko\/n? — n3.

Nar den karakteristiska ekvationen ar 16st och k. &r bestdmt kan man uttrycka
tre av koefficienterna A, B, C' och D i den fjarde. Fran (5.11) fas foljande relationer:

C D Julha)
B Ku(qa)

mk, (1 1\ (di(ha) | paK) (qa)\ ™
_ m m 1
ko (hW * q2a2) (’me(h@) " qaKm(qa) (515)

1/2 (5.13)

(5.14)

SN RN
QT W

5.2.2 TE- och TM-moder

I det axialsymmetriska fallet géiller m = 0. Vi ser att de udda moderna har E, = 0
och H, # 0, dvs. de d&r TE-moder. De jémna moderna har E, # 0 och H, = 0 och &r
alltsa TM-moder. Ekvationssystemet (5.11) delas upp i de tva oberoende systemen

(Hit g ) (&)-(0) o

for TM-moderna och

(%00 =0 ) (2)=(0) 10

for TE-moderna. Om vi utnyttjar att J; = —J; och K| = —K; ger determinantvill-
koret den karakteristiska ekvationen
Jilha) e Ki(qa)

haJo(ha) € qaKy(qa) (5.18)
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vansterled

| hogerled TM

hogerled TE

Figur 5.3: Vinster- och hogerleden for de karakteristiska ekvationerna for TE- och
TM-moder, (5.19) och (5.18), dany = 1.5, ny = 1 och kypa = 10. Skérningspunkterna
ger det transversella vagtalet h = ky, for de propagerande moderna. Den prickade
vertikala linjen anger den hogsta frekvens for vilken hogerledet ar reellt. De strecka-
de vertikala linjerna &r beldgna vid nollstéllena till Besselfunktionen Jy. Vid dessa
nollstéllen &r vénsterledet singulért.

som bestammer k, for TM-moderna och

Ji(ha) — ps Ki(qa)

haJy(ha) — p qakKo(qa) (5.19)

som bestdmmer k, for TE-moderna. Vénster- och hogerleden finns plottade som
funktion av ha i figur 5.3. Kérnan har i denna figur p; = 1 och /e = ny = 1.5 samt
en radie som motsvarar kga = 10. Manteln bestar av luft med e; = s = 1. Vérdena
motsvarar en vagledare av kvartsglas i luft. Skdrningspunkterna ger losningarna,
och vi ser att det i detta fall finns tre propagerande moder av vardera TE- och
TM-moder.

Gransfrekvenserna for TE- och TM-moderna fas genom att sitta ¢ = 0 i de
karakteristiska ekvationerna. For sma ga giller de asymptotiska formerna (se ap-
pendix A och ekvation (A.5) pa sidan 132)

Ko(ga) ~ —In(ga/2) — v+ O((qa)?)

Kon(qa) ~ 27 (m — 1)!(ga) ™ (5.20)

Hogerleden gar alltsa mot —oo da ga gar mot noll. Denna punkt motsvarar ha =
koay/n? —n3 och dr markerad med en prickad vertikal linje i figuren 5.3. For att
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vénsterledet skall ga mot odndligheten kravs att Jy(ha) gar mot noll. Gransfrekven-
sen for TE- och TM-moderna bestams da av

Co Son
fon = oo
2ma n% — ng

déil“ Jo(fOn) - 0

De forsta nollstéllena till Jy(z) finns givna i tabell A.1 pa sidan 128. Det minsta
nollstéillet dr &y = 2.405 vilket innebér att for frekvenser f < 2.405¢y/2way/n? — n3
finns inga propagerande TE- och TM-moder.

5.2.3 EH-moder

For m > 1 kan endast moder déar bade E, och H, &r skilda fran noll existera. Dessa
moder kallas hybridmoder och ér alltsa varken TE- eller TM-moder. Om vi utnyttjar
att J) (2) = 2Jn(z) — Jmt1 kan den karakteristiska ekvationen som bestdmmer det

longitudinellzf vagtalet for EH-moderna, se (5.13), skrivas

Jm+1(h(l) . K;n(qa) H1€2 +M2€1 n m
haJn(ha) — 2qaK,,(qa) e (ha)?
K] (qa) pi€s — pgeq 2 mk,\° [ 1 1 \?
(Qanm(qa) H1€1 ) T ( k1 ) <q2a2 * h2a2>
Viénster- och hogerleden, i fallet m = 1, finns plottade som funktion av ha i fi-
guren 5.4. De relevanta parametrarna &r m = 1, u; = pp = 1 /e = ny = 1.5,
Vé2 = ny = 1 och kpa = 10. Skédrningspunkterna ger losningarna och vi ser
att det i detta fall finns tre propagerande EH-moder vid den aktuella frekvensen.
De vertikala, streckade linjerna markerar de vérden for vilka vinsterledet gar mot
odndligheten, medan den vertikala, prickade linjen markerar punkten ¢ — 0 déar
hogerleden gar mot —oo. Da frekvensen séinks sa att koay/ni —n3 < 3.832 finns
det inga skdrningspunkter fér EH-ekvationen och dédrmed inga propagerande EH-
moder. Dispersionskurvorna for de lagsta EH-moderna finns i figur 5.5. I grafen &r
det normerade longitudinella vagtalet, k., /kg, plottat som funktion av den norme-
rade frekvensen V' = koay/n? — n3. Liksom i figurerna 5.3 och 5.4 r pu; = pg = 1
Ve =mny =15o0ch /e =ny =1.
Grénsfrekvenserna for EH-moderna &r de frekvenser {or vilka vénster- och hoger-
leden skiir varandra vid ¢ = 0, dvs. ha = koay/n3 — n3. Genom att anvinda den
asymptotiska formen (5.20) fas att hogerledet gar mot oéndligheten da ¢ — 0 och

alltsa maste J,,(ha) vara noll da ¢ = 0. Gréansfrekvenserna for EH-moderna ges
alltsa av

1/2

FEH _ G0 Smm
mm 2ma n% — n%

dar J,,(§mn) = 0. I figur 5.5 startar modernas dispersionskurvor vid griansfrekvensen
V, dar J,(V) =0 och k, = k.
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koay/n? — n}

Figur 5.4: Vianster- och hogerleden for karakteristiska ekvationen for EH- och HE-
moderna med m = 1, py = pp = 1 \/eg = ny = 1.5, \/e2 = ny = 1 och kya = 10.
Skarningspunkterna ger det transversella vagtalet h for de propagerande moderna.

5.2.4 HE-moder

Den karakteristiska ekvationen som bestammer det longitudinella vagtalet for HE-
moderna kan skrivas (se (5.13))

Im+1(ha) _ K, (qa) /~01€2+M261+ m
haJy(ha)  2qaK,,(qa)  pie; (ha)?

K] (qa) pi€ea — poey 2 mk,\? [ 1 1\’
N <2anm(qa) H1€1 ) N < kr ) <q2a2 * h2a2)

Vinsterledet &r detsamma som for EH-moderna men hégerledet har dndrats. I figur
5.4 ser vi att det finns fyra propagerande HE-moder med m = 1. Om frekvensen
séinks kommer den streckade linjen att rora sig at vinster. Oavsett hur mycket den
sanks finns det alltid minst en skdrningspunkt mellan kurvorna. Den lagsta HE-
moden foér m = 1 kommer alltsa att propagera for alla frekvenser. Det &r denna
mod som utnyttjas i singelmodfibern.

Grénsfrekvenserna for HE-moderna ér lite besvérligare att bestdimma &n for EH-
moderna. For m = 1 kan man ta med de tva forsta termerna i serieutvecklingen av
Ki(ga) och Ks(ga). Man ser da att hogerledet i (5.21) gar mot oéndligheten da
ga — 0 och dérmed ges grinsfrekvenserna av

1/2 (5.21)

Co fln
n= — ——— 5.22
bi! 2na o (5.22)
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1.5

14

Figur 5.5: Det normerade longitudinella vagtalet k., /ky som funktion av den norme-
rade frekvensen V = koay/(n? — n3) for de ligsta HE och EH-moderna da n; = 1.5

och n, = 1.

dér &, dr nollstille nummer n till J; (nollstéllet &3 = 0 rdknas da som det forsta
nollstéllet), dvs.

J1(&n) =0

Genom att ta med tre termer i den asymptotiska utvecklingen av K, (qa) da ga — 0
kan man visa att grénsfrekvenserna fér moderna HE,,, ges av

Co Lmn
= Tmm 5.23
b= (5.23)
dar
T (Tonn) n? + n’

Ton, T () (m—1) ; m > 1
Dispersionskurvorna for de lagsta HE-moderna finns avbildade i figur 5.5. I grafen &r
det normerade longitudinella vagtalet, &, /kq, plottat som funktion av den normerade
frekvensen V' = koa\/n? — n3. De normerade grinsfrekvenserna for HE;,-moderna
startar déar J; (V) = 0, och gransfrekvenserna for HE,,,,-moderna med m > 1 startar
diir VI (V) /Juoa (V) = (m — 1)(n? 4+ n2) /n3.

2
ny

5.3 Optiska fibern

En optisk fiber &r en dielektrisk vagledare med mycket lag démpning for optiska
frekvenser. Den vanligaste typen av optisk fiber ar cirkuldr och har en mantel av
kvartsglas och en kérna av dopat kvartsglas. Kdarnan far pa detta sitt ett bryt-
ningsindex som &r lite storre &n mantelns, se figur 1.6 pa sidan 23. Vaglangden
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100 | T | T [ T | T } I
50 — Singelmodfiber —
B GeOy-dopad  An = 0.0028, a = 9.4 um 7
‘2 10 —
< s
m .
= Infrarod —
5 x absorption 7
4§ 1 — \\\ _ |
B 05— Rayleig}/\\ / ]
= . spridning —_ '/ 7
— \\\ Ultraviolett ~  ~~~~___ =
0.1 — <— absorption Ojémnheter \‘vzn\ _
) RN i vagledaren / =~
0.05 {— ~< \ B
e ————— _/L _____
— \~§ ]
‘\
0.01 I l I | | ~
0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Vaglangd (pm)

Figur 5.6: Forlustspektrum for en singelmodfiber vars kidrna &ar kvartsglas dopad

med GeOs.

pa det ljus som sédnds genom fibern &r vald sa att dampningen i fibern blir mini-
mal. I figur 5.6 ges forlusterna i en svagt dopad kérna som funktion av vaglangden.
Nagra av de effekter som ger upphov till forlusterna &r ocksa inritade. Vi ser att
forlusterna ar som minst vid vakuumvaglangden A\ = 1.55 um, vilket ligger i det in-
fraroda omradet. Det &r denna vagliangd som oftast anvénds i fiberkommunikation.
For att undvika dispersion anvinds singelmodfibrer, vilket innebér att endast HEq;
moden kan propagera. Frekvensen skall da ligga under grinsfrekvensen for de nést
ldgsta moderna vilka dr TEqg; och TMy,. Gréansfrekvensen for TEqg och TMy; ges
av koay/n? —n3 = 2.405, dir a édr kirnans radie. For en singelmodfiber skall alltsa

gélla att koay/n? — nd < 2.405.

Exempel 5.1
Om vi antar en fiber med ny = 1.5028 och ne = 1.5 dér infrarétt ljus med vaku-
umvaglingden A = 1.55 pm anvénds ger villkoret for singelmodfibern att

a < 2.405/(ko\/n} — n3) = 2.405\/(2my/n3 — n3)

Detta motsvarar att kiirnans radie uppfyller a < 6.5 um. il

I figur 5.7 finns vénster- och hogerleden i de karakteristiska ekvationerna for TE-
och TM-moderna, se (5.19) och (5.18), plottade som funktion av det transversella
vagtalet i kiirnan, h, multiplicerat med radien a. Fibern har py = po = 1, (/&1 =
ny = 1.52, /€3 = ny = 1.50 och koa = 40. Eftersom n;/ny ~ 1 &r de karakteristiska
ekvationerna for TE- och TM-moderna néstan identiska, vilket framgar av figuren.
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hogerled

Figur 5.7: Vinster- och hogerleden for karakteristiska ekvationen fér TE- och
TM-moder da p; = py = 1, /&1 = ny = 1.52, \/e3 = ny = 1.50 och kga = 40.
Skarningspunkterna ger det transversella vagtalet h = ki, for de propagerande mo-
derna. Den prickade vertikala linjen anger den hogsta frekvens for vilken hogerleden
ar reella. De streckade vertikala linjerna &r beldgna vid nollstéllena till Besselfunk-
tionen Jy, vid dessa ldgen &r vénsterledet singulért.

Skarningspunkterna ger 16sningarna till de karakteristiska ekvationerna, och i detta
fall finns tre propagerande moder av vardera TE och TM-moder. Da ¢ — 0 géller
att hogerledet gar mot —oo. Denna punkt motsvarar ha = koay/n} —n3 och ér
markerad med en streckad vertikal linje i figurerna. Motsvarande kurvor for EH-
och HE-moderna med m = 1 ges i figuren 5.8. Vid kga = 40 propagerar alltsa
moderna HE;;, HE5, HE;3, EHy; och EHys. I figur 5.9 finns dispersionskurvorna
for de lagsta EH- och HE-moderna. Kurvorna visar det normerade longitudinella
vagtalet k,/ky som funktion av den normerade frekvensen V' = kgay/n? — n3.

5.3.1 Linjarpolariserade moder

I figur 5.9 ser man tydligt att dispersionskurvorna fér EHy; och HEs; dr i stort
sett identiska liksom kurvorna for EHs; och HE4;. Detta &r ingen tillfallighet utan
intraffar for alla fibrer dér p; =~ pe och €; ~ €. Vi skall hér se att moderna i en
optisk fiber parar ihop sig och bildar linjarpolariserade vagor. For att se hur man kan
konstruera dessa linjarpolariserade vagor fran de moder som propagerar i fibern kan
man forst notera att de karakteristiska ekvationerna (5.13) for HE- och EH-moderna
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13.323

Figur 5.8: Vinster- och hogerleden av de karakteristiska ekvationerna for EH- och
HE-moderna med m = 1. Den optiska fibern har pu; = po = 1, /ey = ny = 1.52,
V€2 = ny = 1.50 och kya = 40. Skdrningspunkterna ger det transversella vagtalet h
for de propagerande moderna.

i fallet pq =~ uo och €, = ¢y approximativt kan skrivas

Juha) K (qa) Nimkz( 1 1 ) {EH

haJny(ha) ' qaK,(qa) ~ — ki \ q2a? i h2a? HE

For propagerande moder giller k, = \/k? — h2 = \/k3 + ¢2 dir h%2 > 0 och ¢*> > 0.
Darmed géller ky < k., < kq, vilket i sin tur innebér att i en fiber med €; ~ €3 och
(1~ o géller for de propagerande moderna att k, &~ k; = ks och alltsa

J! (ha) K! (qa) 1 1 EH
+ ~+tm| -+
haJy(ha) — qaK,,(qa) q*a®? = h%a? HE

Om vi jamfor med ekvation (5.15) ser vi att da €; & €5 och py & py géller

B_D_ EH
— = — & n
A C " YHE

Genom att anvianda foljande formler fran appendix A

, m
J (ha) = Ejm(ha) — Jmy1(ha)

’ m
K. (qa) = q—aKm(ha) — Kint1(ha)
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Figur 5.9: Det normerade longitudinella vagtalet k,/ky som funktion av den
normerade frekvensen V' = kga\/(n? —n3) for de ligsta HE och EH-moderna da
pr = pp = 1, /&g = ny = 1.52 och /e = ny = 1.50. Vi ser att disper-
sionskurvorna for HEsz; och EH;; &r néstan identiska. Dessa bildar tillsammans
den linjérpolariserade moden LP,;. Pa samma satt bildar HE4; och EHs; den
linjarpolariserade moden LP3;.

kan, da n; = no, karakteristiska ekvationen for EH-moderna skrivas

Kw(qa) _ , Jm(ha)
Kinyi(qa) Jmi1(ha)

Med hjalp av formlerna

T (ha) = Jpr(ha) — 2% 7, (ha)

ha
, m
Ky, (qa) = =K1 (ha) — q—aKm(ha)
T (ha) + Jos1(ha) = %Jm(ha)

2m
Kmi1(qa) — Kp1(qa) = q—aKm(qa)

kan den karakteristiska ekvationen for HE-moderna skrivas

Km—2<qa) ~ th—2(ha)

qu,l(qa) - Jm—1(ha)

Vi ser att EH,,_; moderna far samma karakteristiska ekvation som HE,,,; moderna.
Dessa moder ér alltsa degenererade da e; =~ €3 och p; =~ po.
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De transversella komponenterna av moderna relateras till £, och H, genom (2.7).
I kéirnan ges da de transversella komponenterna av de udda moderna (dvs. E, ~
sinmg) av

E¢(p7 ¢7z) ~ Eﬂ(p7 Qb, Z) o kl m / ikyz
cosmo sinme _ZAh thm(hp):FJm(hp) ‘

N iA@eikzz {Jm+1(hp), EH-moder

T h Jm—1(hp), HE-moder

Eftersom EH,,_; moderna har samma uppséttning egenvirden som HE,, ;; moderna
kan vi superponera tva sadana moder. Om vi later moderna ha samma amplitud A
ges E, och E, komponenterna av

ki .
Ey(p, ¢, 2) =~ iAfe”“zsz(hp) (cos(m — 1)¢ + cos(m + 1)¢)
ki .
= 22’Aﬁlelkzzjm(hp) COS M COS ¢

och
E,(p,¢,2) ~ iA%eikzZJm(hp) (—sin(m — 1)¢ + sin(m + 1)¢)

k. .
= 22’A#e’kzz<]m(hp) cos me sin ¢

Motsvarande £, och E, komponenter blir

Ew(p,¢,2) = —E4(p, ¢, 2) sin(9) + Ey(p, ¢, 2) cos(¢) = 0

Ey(p,,2) = Es(p, ¢, 2) cos(9) + Ey(p, ¢, 2) sin(¢) ~ 2@'1‘1%6"“%(@) cos mg

Vagorna som bildas av de udda HE,,;;, och EH,,_;, blir alltsa linjarpolariserade
i y-led. Om vi hade valt jamna moder, dvs. dar F, ~ cosm¢, hade vagorna blivit
linjérpolariserade i z-led istéllet. For m = 1 géller att HE,, moderna paras ihop med
TE,-moderna (=de udda EHg,-moderna) och TM, (=de jémna EHg,-moderna)
paras ihop med jimna HE,,-moder. Da m = 0 géller att HE;,,-moderna i sig sjalva
ar approximativt linjarpolariserade eftersom

E:I:<p> (ba Z) = Ep(ﬂa ¢> Z) COS(b - E¢>(P, ¢7 Z) Sin¢ =0

Ey(.0,2) = Bylp, 6,2)sin + Eylp, 6, ) cosp = iA" (hilemp) " J{(hm)

Man brukar kalla de linjarpolariserade moderna fér LP-moder. Sammanfatt-
ningsvis géller att LP-moderna bildas enligt féljande

LP,, = HE4,

LPy, = HEy, + TEq, (udda moder, dvs E, ~ sinma)
LPy, = HEy, + TMy,, (jdmna moder, dvs E, ~ cosma)
LP,. = HEpi1n + EHp 1
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Den karakteristiska ekvationen fér LP,,,-moderna ges av

Jm-1(ha) Kp-1(qa)
ham = —qam (5.24)

eller ekvivalent
Jmyi(ha) Kpii(qa)

Tu(ha) " Kou(qa)

Gransfrekvenserna for moderna ges av ¢ = 0 och ddrmed

Im-1(ha) = Jp1 (kga\/n% — n%) =0

Det elektriska filtet for de udda moderna ges av

ha (5.25)

E(r) = §AmnJu(hp) cos mge™=2, p<a

. ; . I (ha)
E(r) = §C,n Ko (qp) cosmoe™ = g A, ——2
(r)=9 (gp) ¢ Ry )

Motsvarande magnetfalt fas enklast ur induktionslagen

ik,z

Kon(gp) cosmoe™ =, p>a

H(r) = —z(nom) ~t Apmndm (hp) cos mepet*==, p<a

. _ Im(ha iz
H(r) = —a(nom) " Apmn (ha) ke

K, (qp) cos mee > a (5.26)
Km(qa) m qp ) p

dar ny = \/ o/ €o dr vagimpedansen i vakuum och 1y, = /1 /€; ar relativa vagimpe-
dansen i kidrnan. Notera att 7, &~ ny. I uttrycket (5.26) for H har vi utnyttjat att

z-komponenten av filtet dr forsumbart.

Effektflode for LP-moder

Tidsmedelvirdet av effektflodet for en propagerande LP-mod ges av (se avsnitt 3.7)
.1 . “1 2
<S8.>%=;Re {E.H; —E,H;} 2 (5.27)

Om vi sétter in uttrycken for falten i en LP-mod fas

1
——[A[J7, (hp) cos mg, p<a
<8, >=¢ M 2 (5.28)
o 1 Jm(ha
MW2 (K ((qa))> K} (gp) cos®mop, p>a

Effekten som transporteras i kéirnan respektive manteln ges av

27 a
Pigrma = / / Sz pdp dqb
0 0

2 00
Pmantel = / / Sz P dP d¢
0 a
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Integralerna i ¢-led ger 1 for m = 0, och 1/2 for m > 0, och integralerna i p-led kan
riknas ut mha. f6ljande formler (se appendix A):

[ s = 5 (700) = s )T (h)

/OO K2 (ap)pdp = % (—K7(ga) + Kpn1(ga) Ky (qa))

Detta ger

Patmna = 0 7@ AP (J2,(ha) = J1(ha) T3 (h)) (1 + G0) /4
Prter = 1 70| A (=2 (ha) + Kon_1(q0) K1 (qa) J2 (ha) /K. (qa)) (1 + Gp0),/4

Genom att anvénda de karakteristiska ekvationerna (5.24) och (5.25) kan effekten
som transporteras i manteln skrivas

2

h
Pmantel = _77;17TQ2’A|2 (ng(ha) + ?Jml(ha)Jerl(hCL)) (1 + (Sm,(])/ll (529)

Totala effekttransporten i fibern ges da av

P = —m’ﬁa |A| (1 + ? Jm_l(ha)JmH(ha)(l + 5m,0)/4 (530)
Genom att utnyttja (5.24) och (5.25) samt det faktum att K,,(qa) alltid &r positiv
ser man att den totala effekttransporten alltid &r positiv. Kvoten mellan den effekt
som transporteras i manteln och den totala effekten ges av

Prantel 1 Q)2 (ga)*J3,(ha)
P (a0 =) (“‘ S Jm_1<ha>Jm+1<ha>) (5:81)

5.3.2 Effektivt brytningsindex och fashastighet

Det longitudinella vagtalet k. kan for en propagerande mod skrivas pa féljande sétt:
w

k. = neko = ne(ny, ng, w)— (5.32)
Co

dér n. ar det effektiva brytningsindexet. Fashastigheten for en propagerande mod
definieras av (jfr definitionen pa sidan 27)

v = ki =2 (5.33)

For en propagerande mod giller att k, = \/k? — h? = \/k2 + ¢2 dir h*> > 0 och
¢* > 0 och ddrmed giller att ks < k, < k1, n2 < n. <ny och ¢; < vy < c.
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5.3.3 Dispersion

Dispersionen &r ett matt pa hur frekvensberoende vagutbredningen ar. For en vag-
ledare kan dispersionen uppsta pa foljande tre sitt:

e Flermodsdispersion: Genom att olika moder har olika fashastigheter kommer
en puls som bestar av flera moder att uppvisa dispersion.

e Vagledardispersion: For en enskild mod géller att fashastigheten &r en funktion
av frekvensen. Darmed kommer en puls att breddas.

e Materialdispersion: Det material som finns i vagledaren kan ha en permittivi-
tet, permeabilitet och dven konduktivitet som &r frekvensberoende. Detta &r
speciellt fallet for optiska fibrer diar permittiviteten for den rena och dopade
kvartsen &r mycket frekvensberoende i det infraréda omradet. Det betyder att
brytningsindexen ny och ny &r frekvensberoende.

Eftersom vi i forsta hand ar intresserade av singelmodfibrer behandlar vi inte fler-
modsdispersionen utan koncentrerar oss till vagledardispersionen och materialdis-
persionen. Summan av vagledardispersionen och materialdispersionen kallas for den
kromatiska dispersionen. Man har valt att definiera storheten dispersion som

dr,

D=-2 5.34
dir 7, = Cgfj ar grupploptiden per lingdenhet och A dr vagliangden i vakuum. Vi ser
att

Ne A dne

Tg=— — —

Co Co d\

p_dn __Adn
dA\ co dN?

For en vagledare som inte uppvisar nagon kromatisk dispersion dr gruppléptiden
oberoende av vaglangden och ddrmed &r dispersionen noll. En puls som propagerar
i en dispersionsfri vagledare kommer inte att breddas. Om D &r stort varierar 7,
kraftigt med A, och ddrmed kommer det att vara stora variationer i hastigheterna
for de olika frekvenserna, vilket i sin tur ger stor pulsbreddning. Den kromatiska
dispersionen kan skrivas

D =D, +D, (5.35)

déar D,, ar bidraget fran materialdispersionen och dar D, dr bidraget fran vagledar-
dispersionen. Da n; — ny << 1 kan vi vid bestdmningen av materialdispersionen
gbra approximationen n, ~ n; vilket ger

A d2n1

Da vi betraktar bidraget fran vagledardispersionen haller vi n; och ns konstanta,

dvs.
A d*n.

T " 1\o In1,n2konst.
CO d>\2 ’ 1,n2

D, =
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Figur 5.10: Materialdispersion for kvartsglas.
Exempel 5.2

I figur 5.10 finns materialdispersionen som funktion av vaglingden. Vi har tidigare sett
fran figur 5.6 att den mest fordelaktiga vaglingden for en fiber &r A = 1.55 ym. Vid denna
vaglingd dr materialdispersionen positiv. For att fa en dispersionsfri fiber for vaglangden
A = 1.55 ym maste man kompensera den positiva materialdispersionen med en lika stor
negativ vagledardispersion. Eftersom vagliangden for ljuset i fibern dr fixerat kan vi endast
andra vagledardispersionen genom att dndra kérnans radie a. Att dndra radien av en
optisk fiber sa att den totala dispersionen blir noll kallas fér att dispersionsskifta fibern. li

5.3.4 Dampning i fibrer

Hittills har vi antagit att materialet i fibern varit forlustfritt. Det finns dock sma
forluster dven i de mest rena fibrerna. Dessa forluster kommer dels av spridning
mot fororeningar i fibern och dels av forluster i kvartsglaset, se figur 5.6. Man kan
rena glaset sa att spridningen mot fororeningarna blir i det nérmaste forsumbara,
men forlusterna i kvartsglaset gar inte att komma undan. Absorptionen ér mycket
vaglangdsberoende. Den minsta absorptionen fas vid en vaglangd av 1.55 um och
dérfor dr det denna frekvens som anvénds i fibrerna. Ddmpningen ar sapass liten
att den inte paverkar de uttryck och ekvationer som behandlats tidigare i detta
avsnitt. For en fiber med n; — ny << 1 blir den enda férdndringen att vi ersdtter
utbredningsfaktorn e*:* med e!Retk=}2¢=2% Dimpkonstanten o #r approximativt
densamma som fas for planvagsutbredning i ett dielektrikum med sma forluster

k’g Im{el}

2¢/Re{e1}

a=1Im{k,} = koIm{n.} ~ koIm{\/e;} ~ (5.37)
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i \ 60
2a | ),‘ €o€ 2b

Figur 5.11: Geometri for 6vning 5.6.

dér €, = Re{e1 } +iIm{e; } dr den komplexa permittiviteten.

5.1

*5.2

5.3

5.4

*5.5

*5.6

Ovningar till kapitel 5

Visa att randvillkoren

rpasS

pin - Hy = pon - Hy
ein-FEi=en- Es

foljer av randvillkoren i avsnitt 5.1.2.

Bestdam samtliga TE-moder i en plan vagledare 0 < y < b som for 0 < y < a ar
fylld med ett dielektrikum med permittiviteten e samt for a < y < b ar fylld med
luft. Bestdm ocksé den transcendenta ekvation som bestammer utbredningskonstan-
ten.

.. Pmante] .. . .
Bestdm kvoten —>p for LP,,,-moderna vid modernas griansfrekvenser.

Bestam vy, (p) och w,,(p) i manteln for en cirkuldr dielektrisk vagledare vid gréns-
frekvensen och visa att dessa satisfierar Laplace ekvation V21 (p) = 0.

Visa att det inte kan finnas nagra propagerande moder i en cirkuldr vagledare da
ng > nj.

En cirkuldr vagledare, med radien b, ar for 0 < p < a fylld med ett dielektrikum

med relativ dielektricitetskonstant €, se figur 5.11. Bestdm samtliga axialsymmetriska
TE-moder.
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Sammanfattning av kapitel 5

Faltuttryck for cirkulir dielektrisk vagledare

Um(p, @) = Adim(hp) sinmg 4
Wnlp, @) = BIw(hp)cosme "
Um(p, @) = CKm(gp) sinme -4
Wnlp,®) = DE (o) cosmé
C D Jn(ha)
A B Kp(qa)
B D mk. [ 1 1 ! (ha)  paK! (qa)\ "
A C T Tk (h2a2 q2a2> (haJm(ha) * anm(qa)>
h = ki,

q = —ikoy = | ko

TE- och TM-moder (m=0)

Griansfrekvenser (bada fallen)

Co Zon

Jon =
T 2 2
2ma ni —ny

dar Jo(.’l?on> =0
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Karakteristisk ekvation for TE-moder

A=0,B+0
Ji(ha) _ pe Ki(qa)

haJy(ha) - 11 qaKo(qa)

Karakteristisk ekvation for TM-moder

B=0,A#0
Ji(ha) _ @ Ki(qa)
haJy(ha) €1 qaKo(qa)

EH-moder (m > 0)

Gransfrekvenser:

I (ZTpn) =0

Karakteristisk ekvation:

Jmi1(ha) — Kj.(qa) e +pper  m

haJn(ha) — 2qaK,,(qa) e (ha)?

|

K, (qa) Mlﬁz—/t2€1>2+(mk‘z>2( 1 N 1 )2
2qa K (qa) H1€1
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HE-moder (m > 0)
Gransfrekvenser m=1

Co L1in .
S € T
fi Sra \/m arJy (1)
Gransfrekvenser m > 1
Co Tmn .
mn — 5 e d
f 2ma A /n% — n% ar
Karakteristisk ekvation
Im+1(ha) _ K, (qa) pies + po€y n m
haJy(ha)  2qaK,,(qa) i€ (ha)?
1/2

I K. (qa) pies — e 2+ mk,\ 1 n
2qaKn(qa) e 3} q*a?

LP-moder

Konstruktion

LPy, — HE,,,
LPy, = HEy, + TE¢, (£, ~ sinmg)
LPy, = HEy, + TMy, (E., ~ cosma)
LP,, =HE, 1, +EH, 1, (m > 0)
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Gransfrekvenser

darJy, 1 () =0

Karakteristisk ekvation

Im—1(ha) K,,—1(qa)
oo\ ggmmeidY
ey KL (qa)
Faltuttryck
E(r) = yAnmpJm(hp) cos mepe™=*, p<a
E(r)=yA MK (qp) cosmee™ = p>a
mp Km(qa) m )

H(r) = —& - App i (hp) cosmee'=*, p>a
! I (ha) &
H(r)=—x A K,.(qp) cos mepe™=* >a

(1) =~ A, TG 1) p

Effektivt brytningsindex

ne =k, /ko, mn1 <ne< nQI

Dispersion

D =D,, + D,
. A d2n1
T ey dN?

v ni,nokonst.
C d)\g‘ 1,2
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Appendix A

Besselfunktioner

vi har ett problem med axiell symmetri. I detta appendix sammanfattas ett antal

viktiga samband som géller fér Besselfunktioner. Vidare sammanfattas de mo-
difierade Besselfunktionerna. Mer information och bevis av de olika resultaten ges
t.ex. i ref. 3.

! vagutbredningsproblem dyker ofta Bessels differentialekvation upp, sérskilt nér

A.1 Bessel- och Hankelfunktioner

Bessels differentialekvation ar

2
zQ%Zn(z) + Z%Zn(z) + (22 =nHZ.(2) =0 (A.1)
déir n antas vara ett heltal.!

Tva linjart oberoende losningar finns till denna differentialekvation. En &r re-
guljir i z = 0 och denna 16sning kallas en Besselfunktion J,(z) av ordning n. Argu-
mentet z dr ett komplext tal. Ofta podngteras samhorigheten med axiell symmetri
hos det underliggande problem genom att l6sningarna kallas cylindriska Besselfunk-
tioner av ordning n. Besselfunktionerna J,(z) &r definierade sa att de &r reella for
reellt argument z. De kan framstéllas i en 6verallt absolutkonvergent potensserie

> —1)* 2\ nt+2k
Jn(2) = kZ:O W <§> (A.2)

Vi ser omedelbart att J,,(z) dr en jamn funktion for jaimna n och en udda funktion
for udda n, dvs.

In(=2) = (=1)"Jn(2)
En vanlig integralframstéllning av Bessel funktionerna &r

1 2

1 [7 . .
Jn(2) = —/0 cos (zsint — nt) dt gizeostein(t=37) gy (A.3)

™

IMer generella definitioner med t.ex. n som ett komplext tal kan ocksd goras, men d& ser
resultaten i flera fall annorlunda ut.

127
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Nollstéallets nummer j
Ordning n 1 2 3 4
0 2.405 | 5.520 | 8.654 | 11.79
1 3.832 | 7.016 | 10.17 | 13.32
2 5.136 | 8.417 | 11.62 | 14.80
3 6.380 | 9.761 | 13.01 | 16.22
4 7.588 | 11.06 | 14.37 | 17.62

Tabell A.1: Tabell 6ver de positiva nollstillena &,; till J,(2).

Fran denna integralframstéllning ser vi att Besselfunktioner fér positiva och negativa
heltalsviarden pa n ar relaterade till varandra.

Joalz) = (“1)"(2)
Fran potensserieframstéllningen i (A.2) ser vi att for sma argument géller

Jo(z) = (5)"+0(z"+2)

Tl \2

For stora argument géller (—7 < arg z < )

Jo(2) = (%)1/2 {Pn(z) cos (z - %T — %) — Qn(z)sin <Z - %T - %)}

diir funktionerna P,(z) och @,(z) har féljande asymptotiska utvecklingar (v = 4n?)

v—1w=9) ¥—-1)(r—9)(v—25)(v—49)
Fule) = 152" o

v—1 (w-=1)(v—-9)(v—25)

Onl2) ~ == = 31(32)3

(A4)

Nollstéllena till Besselfunktionen J,(z) dr reella, och i tabell A.1 &r de forsta
positiva nollstéllena &,; tabellerade. Derivatan pa Besselfunktionen J,(z) har ocksa
reella nollstéllen och de férsta positiva nollstéllena 7, finns givna i tabell A.2. Hogre
nollstéllen (storre j-virden) ges approximativt av

: L\« . 3\ 7
nj = Jm + n=5 g i =JTH (=5 )5

Den andra, av Besselfunktionen linjart oberoende losningen, som é&r reell for
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Nollstéallets nummer j
Ordning n 1 2 3 4
0 3.832 | 7.016 | 10.17 | 13.32
1 1.841 | 5.331 | 8.536 | 11.71
2 3.054 | 6.706 | 9.970 | 13.17
3 4.201 | 8.015 | 11.34 | 14.59
4 5.317 | 9.282 | 12.68 | 15.96

Tabell A.2: Tabell 6ver de positiva nollstillena n,; till J) (z).

reella argument, ir Neumannfunktionen? N, (z). Dess potensserieutveckling ir

n

No(z) = % (ln (g) +v - %Z %) In(2)

) n+2k

>1|>—‘

k=0
1 — (n—Fk—1)! <E>n+2k
™~ k! 2

déar Eulers konstant v = 0.57721566. .., och dér alla summor definieras till noll
om Ovre summationsgréns dr mindre summationsindex. Vi ser att denna losning &r
singulédr i z = 0. For sma argument blir det dominerande bidraget

No(z) = % (m (g) + 7) +0(22)
Ny () = — (= ! (g)fﬂ +

™

For stora argument kan Neumannfunktionen utvecklas som (—m < argz < )

1/2 nr T nwo T
M= (2) (Puosin (= 5 = )+ Qurcos (- 7 - 7))

T2

dér funktionerna P,(z) och @Q,(z) ar givna av (A.4).

I vagutbredningssammanhang uppkommer behovet av en hnjarkombmatlon av
Bessel- och Neumannfuntioner, de s.k. Hankelfunktionerna, H\" (2) och J205 (z) av
forsta respektive andra slaget.? Dessa definieras av

HW(2) = J(2) + iN,(2)
HP (2) = Ju(2) — iN,(2)

?Dessa losningar kallas ocksa Besselfunktioner av andra slaget.
3Ett ofta anvint alternativt namn pa dessa 16sningar dr Besselfunktioner av tredje slaget.
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En vanlig integralframstéllning av Hankelfunktionerna av forsta och andra slaget ér

2 _.oox [
Hél)(z) _ ‘_e—zng / ezzcoshscosh ns d$7 0< arg z < T
0

i
(2) 21 inZ > —izcosh s
H (z) = —e™m2 e coshnsds, —m <argz <0
T 0

For stora argument kan Hankelfunktionerna utvecklas som

1/2
HD(z) = (%) ci(==%-%) (P(2) +1iQn(2)), —m <argz <2m
2 1/2 . nw_w
HT(LQ)(Z> — (E) 6—1(2—7—1) (Po(2) —1Qn(2)), —2r <argz <

dér funktionerna P,(2) och @, (2) &r givna av (A.4).
Mellan l6sningar till Bessels differentialekvation av olika ordning finns rekur-
sionssamband. Nagra av de viktigaste éir (n =0,1,2,...,m =0,1,2,...)4

Zn1(2) = Znya(2) = 2Z’( )
(2 (2 )— Zn(2)

Zni1(2) = ~Zn(2) = ( )

Z(2) = Zn- 1(2) ——Z (2)

(i)m (2" Zn(2)] = 2" Zy(2)

zdz

(i)m (27" Zu(2)] = (1) """ Zy(2)

) + Zn+1

zdz

Hér dr Z,(z) antingen en Besselfunktion J,(z), en Neumannfunktion N,(z) eller
nagon av Hankelfunktionerna H,S,l)(z) eller H7(12)(2). Vi ser att speciellt géller

(z) = =Jy(2)

som ofta anvénds i berdkningar.
Nagra anvéndbara obestdmda integraler med Besselfunktioner, som ofta fore-
kommer i beriikningar, dr (n =0,1,2,...)

/ 7, (2) dr = 2 21 (z) = —2™H (Z' (z) an(x)>

/x"*lZn(:c) dv = —2 "7, 1 (2) = —x~ ! (Z;L(x) +

[ @@ do =5 [(20(2)) = Zoes(a)Zus (o)

2 1
2 2 2 2
= T Z@) + 5 =) (Za(2)
4Dessa rekursionsformler giller dven for icke heltaliga virden pa n, t.ex. n = 1/2. Déremot
maste m vara ett ickenegativt heltal.
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Som ovan &r Z,(z) en linjirkombination av J, (z), N, (z), HS"” (z) och H{? (). Nagra
ytterligare—mer komplicerade—men ofta anvindbara obestdmda integraler ges hér
ocksa (n=0,1,2,...,m=0,1,2,...)

[ @ = 30 = T 2 o) de = ooV
— 0t Zpy—1(ax)Y,(Bz) + (m —n) Zy ()Y, (6z)

/ & T ()Y () da = ﬁme(aa;)le(gzg - Z;CZm1(a$)Ym(ﬁx)
/ 1 Zm-1(ax)Y,(ax) — Z(ax) Y, 1(ax)  Zyp(ax)Y,(ax)

EZm(ozx)Yn(ozx) dx = ax R - o

Hér ar Z,(ax) eller Y, (Bx) en linjirkombination av en Besselfunktion J,, en Neu-
mannfunktion N,, eller nagon av Hankelfunktionerna HT(LD och Hf).
For Besselfunktionen J,,(z), Neumannfunktionen V,(z) och Hankelfunktionerna

HD(2) eller HP(2) giiller att

Tu(2) = (Ju(2))" { HO(2") = (HP (2))

A.2 Modifierade Besselfunktioner

Bessels modifierade differentialekvation ar

d? d

2
-7, -
0 (z2) + 2 e
dér n antas vara ett positivt heltal. En jamforelse med Bessels differentialekvation
i avsnitt A.1 ger att l6sningarna till Bessels modifierade ekvation dr Besselfunktio-
ner med argument iz. Det dr lampligt att inféra foljande beteckningar pa de tva

oberoende losningarna till Bessels modifierade differentialekvation:

Zn(2) = (22 4+ 1 Z,(2) =0

I(2) =i " J,(iz)

Z’nJrlﬂ.

Kn(z) = THT(LI)(Z'Z)
Faktorn framfor respektive Bessel- och Hankelfunktion i hoger led gor att bade I,,(z)
och K,(z) &r reella for reella argument z. Funktionen I,,(z) ar reguljir i z = 0, medan
K, (z) ar singuldr da z — 0.
Besselfunktionernas egenskaper ger omedelbart att [,,(z) ar en jamn funktion for
jamna n och en udda funktion fér udda n, dvs.

I(=2) = (=1)"I.(2)

samt att
I_n(2) = (=1)"1n(2)
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Detta resultat kan ocksa erhallas fran potensserieframstéllningar av I, (z) kring

punkten z = 0.
o 1 N\ n+2k
I,(z2) = — (=
() kz:; Kl(n + k)] (2)

Motsvarande potensserieframstéllning av K, (z) kring z = 0 ar

dér Eulers konstant v = 0.57721566. . ., och dér alla summor definieras till noll om
ovre summationsgrins dr mindre summationsindex. Fran dessa potensserieutveck-
lingar ser vi att for sma argument blir de dominerande bidragen

_ 1 Z\™ n+2
I(z) == (5) O
och .
Ko(z) = — <1n (5) + 7) + O(2%)
K( )_(n—l)' (Z)_”+ 7&0 (A5)
n\%) = 9 5 , T
For stora argument géller
I,(z) = c P,(z), —=<argz< -

och
3 3

T _,
Kn(2) = ) 55€ Qn(2), 5 <argz <

diir funktionerna P,(2) och Q,(2) har féljande asymptotiska utvecklingar (v = 4n?):

v—1 w-1)wr-9 (v-1)(r-9)(v—25)

b 1= e 31(82)3
v—1 w-=-1)w-9 (w-1)r-9)(v-—25)
S TCIE 31(32)3

Mellan 16sningar till Bessels modifierade differentialekvation av olika ordning
finns rekursionssamband. For I,(z), n = 0,1,2,..., 4 de viktigaste sambanden
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(m=0,1,2,...)°

®Dessa rekursionsformler géller dven for icke heltaliga virden pa n, t.ex. n = 1/2. Déremot
maste m vara ett ickenegativt heltal.
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Appendix B

V 1 kroklinjiga koordinatsystem

koordinatsystem, ndmligen de cylindriska och sfariska koordinatsystemen. For

! detta appendix ar samlat nagra uttryck med V-operatorn i tva vanliga kroklinjiga
fullstandighetens skull borjar vi med det kartesiska koordinatsystemet.

B.1 Kartesiska koordinater

De kartesiska koordinaterna (x,y, z) utgor det enklaste koordinatsystemet. Gradi-
enten och Laplace-operatorn av ett skaldrt falt ¢(x,y, 2) i detta koordinatsystem
ar

Loy o Oy
Vw—wax+yay+zaz
0? 0? 0?

or?  Jy*> 022

Divergensen, rotationen och Laplace-operatorn av ett vektorvart filt A(z,y, z) =
A, (2,y,2) + YA, (2,y, 2) + 2A.(2,y, 2) &r

0A, 0A, 0A,

LA =
v 8x+8y+8z
0A, O0A 0A, 0A 04, O0A
A:A Z__y ~ x_ 4 ~ _y_ €T
VX w(@y 8z)+y(8z 8x)+z(8x ay)

VZA = &V2A, + §V2A, + 2V2A,
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B.2 Cylindriska koordinater

Vi 6vergar nu till kroklinjiga koordinatsystem, och borjar med de cylindriska koor-
dinaterna (p, ¢, z) definierade av

(
p =+ y?
arccos ——= >0
o= Vat+y? v=
21 — arccos ——= y <0
12+y2
2=z

\

Gradienten och Laplace-operatorn av ett skalédrt falt ¢ (p, ¢, z) i detta koordinatsy-
stem ar

S G100 o

V=P, 00 T F 0
2, 10 (00N 1% &%
V=00 \Pap) T e T o

Divergensen, rotationen och Laplace-operatorn av ett vektorvirt falt A(p, ¢, z) =

PA(p, 6, 2) + Ag(p, &, 2) + 2A.(p, b, 2) blir

10 1045 0A,
. (10A DAy ~ (0A 0A 170 0A
A=p|-=—=2-==2 _—r_ = — [ = (pAy) — =2
VX p<p0¢ 32)+¢<32 3p)+zp(5ﬂ(p 2 0¢)
A 2 0A . A 2 0A
2A — ; 240 _ e 2 Y09 24, _ 20, 2P AL
VA_p(V T p28¢>+¢<VA¢ p2+p2a¢>+zVAz

B.3 Sfariska koordinater

Det sfiriska koordinatsystemet (r,6, ¢) (polvinkel  och azimutvinkel ¢) definierat

av )
r= /1% +y? + 22
0 = arccos \/ﬁ
(b _ arccos m
21 — —= <0

\ T — arccos T Y

Gradienten och Laplace-operatorn av ett skaldrt félt ¢ (r, 0, ¢) i detta koordinatsy-
stem ar

y=>0

oY 10y 4 1 Oy
Vw_7“87’+0r8«9+¢rsin98¢

2y L O (200 L 9 (509% L 0%
Vw_ﬁar " or +Tzsin080 Smea@ +r281n295¢2

1 0° 1 0 (. ,0¢ 1 0%
T ror? (ry) + r2sin 0 060 <Sm0%) * r2sin? § 9p?
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och divergensen, rotationen och Laplace-operatorn av ett vektorvért félt A(r,0,¢) =
PA(r,0,0) + 0Ag(r.0,9) + dAy(r, 0, ¢) ér

10, 1 9 . 1 0Ay
VA= r2 or (T Ar) +rsin6’@9 (Sln0A9)+rsin9 0¢
1 a . 0Ay
VXxA= lrrsine <% (Sln0A¢) — 8_¢)
~ 1 1 0A, 0 ~1 /0 0A,
o7 <sm0 9o E“A@) tés (E (rde) = 55 )

2A 2 0Ap 2coté 2 0A
QA 5 2A . r_ = . . _¢
v " (V Y N 2 0 12sinf 0¢ >
. Ag 2 0A, 2cost) 0Ay
0(VA4A) - ——+= —
* ( © r2gin?g * r2 00  r2sin®6 J¢ )
A 2 0A 2cosf 0A
2A _ ¢ r 0
Vide r2sin® 6 + r2sinf 0¢ * r2sin®@ O0¢

+ ¢

VR
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Appendix C

Enheter och konstanter

enhetssystem som anvénds. Det numera standardiserade SI-systemet anvinds
sa gott som alltid i litteraturen, och denna bok utgér inget undantag. De
konstanter som ar relevanta for var framstéllning finns angivna i detta appendix.
Ljushastigheten i vakuum ¢y har virdet (exakt)

D e elektromagnetiska grundekvationernas utseende varierar beroende pa vilket

co = 299792458 m/s

to och €y dr vakuums permeabilitets- respektive dielektricitetskonstant. Deras vér-
den ar (exakt)

o = 47 - 107" N/A?

1
€= —=——F/m
’ C%Mo /

Approximativa varden pa dessa konstanter ar

fo ~ 12.566 370614 - 1077 N/A?
€0 ~ 8.854187817-107"* F/m

Vagimpedansen hos vakuum betecknas med
Mo = 4 /@ = copto = 299792458 - 4w - 1077 Q ~ 376.730 314 Q
€0

Elektronens laddning —e och massa m har virdena

e~ 1.60217733-107 C
m ~ 9.1093898 - 1073 kg
e/m =~ 1.758 81963 - 10" C/kg
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Appendix D

Beteckningar

B

ra beteckningar leder till att texten blir mer lédttlast och framstéllningen mer
systematisk. De flesta beteckningar forklaras pa det stélle i texten déar de
introduceras, medan andra som &r mer allmént féorekommande finns samlade

i detta appendix.

Vektorfalt betecknas med fet kursiverad stil, t.ex. @ och b, och enhetsvektorer
markeras med "hatt” (") 6ver storheten, t.ex. & och p.

Symbolen B anger slut pa exempel.

Realdelen och imaginérdelen av ett komplext tal z = x + iy betecknas med
Re z respektive Im z, dvs.

Rez=2z

Imz=y
En stjarna (*) markerar komplexkonjugering, dvs. z* = x — iy.
Heavisides stegfunktion betecknas med H(t) och definieras av

H(t):{o, t<0

1, t>0

aij:{> 1=
0, i#]

Det cylindriska koordinatsystemet (p, ¢, z) definieras

PR

arccos y>0
x +y
<0

27T — arccos Yy <
\/—

©
I

l\z
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Hir tillhor p € [0,00), ¢ € [0,27) och z € (—o0, 00).
e Det sfiriska koordinatsystemet (r,6, ¢) definieras

(1= /22 + y2 + 22

z

a2+ y?+ 22
. arccos\/x+Ty2

2T — arccos ——= <0
\ Vri+y? Y

Hér tillhér » € [0, 00), 6 € [0, 7] och ¢ € [0, 27).

6 = arccos

y=>0
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Facit

1.1

1.2

1.3

2.1

3.3

En ellips med halvaxlar a och b lings é;- respektive és-axeln. Féltet dr hogerpo-
lariserat och E(t =0) = é;a.

w2

(W8 — 2 + (w0)?

Poyntings vektor kan endast tolkas som effektflidestdthet daden integreras 6ver en
sluten yta Q. I fallet med statiska filt fas att [[, S -7 dS = 0 for varje sluten yta S
som omsluter en kéllfri volym.

_ 2
g = Eopr

0 0?

AT—VTX(VTXFT)JrVT&FZf@FT
=Vr(Vr-F )—VQF i v/ QF _8721;*
=vVr(Vr-rITr 7T Taz T 5.2 T

0
A, =— -Fr)—ViFE.
z aZ<VT T) vT z
TM-moder:

Umn(p7 ¢) = Cmn {Jm(Cmnp/a)Nm(gmn) - Jm(Cmn)Nm(Cmnp/a)} <

Zmn(Cmnp/a)

cos md))

sinmao
Ktmn = Cmn/a
dér {Gun ooy dr rotterna till, m =0,1,2,3, ...

och normeringskonstanten Ci,,, bestdms av att (e, =2 — 0 0)

) b
Crn="" / Zr(Gonfa)pdp = TV (Zyn (Grn/))” = 8 (Zyun(Grn))* }
TE-moder:

Winn (P, #) = Dinny {Jm('YmnP/a)Nr/n(an) - Jr/n(’Ymn)Nm(anP/a)} (

Yin (ymnp/a)

cos mqﬁ)

sin mao

ktmn = ’Ymn/a

dér {Ymn},o, ar rotterna till, m =0,1,2,3,...

Y7;zn('7mnb/a) = J;n('Ymnb/a)N;n('Ymn) - J;z(Wmn)N;n('Ymnb/a) =0
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och normeringskonstanten D,,, bestdms av att

_ or [°
Dy == / Yoon(mnp/a)p dp
2 2 2
= 12) (Yo (un))*}

2
_ Ta 2 12/ 2 2 2
o { CRt?/a® = 1) e ) = (0
TEM-mod: 1 1
Vri(p, ¢) = P z

3.4 TM-moder:
.. m
'Umn(pa ¢) = Canm/Q(Cmnp/a) Sln§¢a m=1,2,3,...

ktmn = Cmn/a

dér {Gun }ooy dr rotterna till, m =1,2,3, ...
Jm/Q(Cmn) =0

och normeringskonstanten C,,, bestdms av att
2 gmn
Ta 2
/ (Jmj2(2))” x da
0

-2
Cmn_ 2
mn

1,2,...

Y Y Y

TE-moder:
m
wmn<p7 ¢) = Danm/Z(PYmnp/a> Cos E(bv m =0

ktmn = an/a

dar {vmn }poq &r rotterna till, m =0,1,2,...
;n/Z (Ymn) =0

och normeringskonstanten D,,, bestdms av att

_ 7ra2 ’YTVLTL 2
Dmi = 2 /0 (Jm/g(l')) rdr

Den lidgsta griansfrekvensen ges av minsta roten till
& sine —2xcosz =0

{/2(37) =0
vilken &r x &~ 1.166. Detta ger en sédnkning av den ldgsta grinsfrekvensen pa ca 37%.

a) P./P;=6.1-10"3
</ h2 2 1
Vb +a \/Et — 7.65 GHz

b) P, =0 for frekvensen f = 5
a
Kommentar: Den infallande TM-moden kan delas upp i tva planvagor. Vid frekvensen

7.65 GHz faller dessa in mot skiljeytan med Brewstervinkeln.

3.5

3.6 a) TMOl, TEH och TE21
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Witpo B on
2(w?poeoe — kipj)'/? 21— (fe/ )2
diar n = no/\/e = 1207w //eQ ér vagimpedansen i materialet, f ér frekvensen
och f. #ir griansfrekvensen. Eftersom € = 3, o0 = 107! och f. = ckin;/(2m) = 1.7
GHz sa fas

b) a=

111077
= N
“= o e
Dampningen miitt i dB/km ges av 20log(F(0km)/FE(1km)) = o 8.7 103 dB/km
med « métt i Np/m.
3.7 Cirkel 0.383c/a < f. < 0.574c/a

Rektangel 0.45¢/a < f. < 0.625¢/a
Bésta uppskattning 0.45¢/a < f. < 0.574c/a

3.8 a) zrp=4cm

b) P./P; =0
c) Pr/P;=0
3.9 H= O.SwEOEop(}b
3.11 a)
E(p,t) = EoJo(%p) sin(wt)2
H(p,t) = ——— EoJj( 2 p) cos(wt)d
clo c
diir p = /22 + 42, ¢ = 1/\/(eoepto) och Jo(z) &r en Besselfunktion av nollte
ordning.
b) f; = % dir Jo(z;) =0

3.12 TE-moder:

H, = ApjJon(Bonjp) cos(2ne) exp(z’k:wjz)
dir k.p; = (w/c0)* = (ktanj)? och Jb, (kizn;R) =0
TM-moder:

E. = By, jJon(kion, jp) sin(2ne) exp(ik.,;2)
dir k.p; = (w/c0)* = (ktanj)? och Jon(kiz;R) = 0.

3.16 a)
w101 toabd(a? + d?)
2Rs(2b(a3 + d3) + ad(a® + d?))
dér wigr = cy/(n/a)? + (7/d)2.
b) Resonansfrekvensen dr 8,38 GHz och Q=9900.
¢) Resonansfrekvensen &r 0,838 GHz och @=31300.
3.17 a) Halva effekten i 2 och halva i 3. Ingen effekt i 4. Samma riktning pa félten i port
2 och 3.

b) Halva effekten i 2 och halva i 3. Ingen effekt i 1. Félten i port 2 och 3 é&r
motriktade.

Q=
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4.2 .
a(0,t — L/co) = H(t) — H(t — to) + / P(—L,t")dt
t—min(t,to)
I (ki /2co Lt —
ok 1, 1LV 20 ot ), da t < 2L/co
V2coLt — cit?
dér P(—L,t) =
/—92¢cnL 242
CoktLJI(kt L t+CO ), da ¢ > 2L/Co
V/—2coLt + c3t?
5.2
H,, cos(kipy)etF=n?, dad<y<a
H, = ", cos(ki,a) c?s(k:tn(b - 9)) hons s g < y<b
cos(k, (b — a))

dér kyy,, ke, och k., ges av

kin = (w/co)*e — kap
bip” = (/o) — kop
ktn tan(k:t/n(b — CL)) = —kt;qj tan(k:tna)

P 1 P
5.3 Da g = 0 géller f6r LP,,,,-moden att “mantel _ 2 g3 1y > 0 och ~mantel _ g g5
m
m = 0.

5.4
Um = Adp | kor/n? —n2> <a> sin mao
( VIR
Wy, = —NoAdy, <k’0 nl — n2> <a> cos mao
p
5.6 )
H =A,(2Jo(kenp) + [n’#J{](ktnp)) exp(ik.p2), 0<p<a
tn
. J{ (ke b)
H :Bn / 0 n Y /
(Z(Jo(ktn ) Y/(ktnb) O(ktn ))
. Jo (ki b .
DR i) = Y0 expliben) o <p <
dar

B _ JO(ktna)}/O(kt,nb)
" T Jo(kepa) Yy (ke b) — J) (ke b) Yo (Kera)
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och k,,, ges av den transcendenta ekvationen

kinJo(kena)(Jo (k@) Yo (Kiyb) — Jo (k) Yo (keya)
= ke Jo(vja) (Jo(key,a) Yy (ki b) — Jo(ke,b) Yo(kena))
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Register

Admittans
moder, 65
Aktiva material, 26
tidsharmoniska falt, 26
Amperes (generaliserade) lag, 4
Azimutvinkel, 138

Besselfunktioner, 107, 129-133
modifierade, 133-135
Brytningsindex, 30, 104

Cirkularcylindrisk kavitet, 87
Cut-off frequency, se Gréansfrekvens

Déampning, 122
Dampningskoefficient, 67
Dielektricitetsfunktion, 22
vakuum, 141
Dielektrisk vagledare, 103-123
cirkular, 106-113
optisk fiber, 113-123
Dispersion, 22, 121
flermods, 121
kromatisk, 121
material, 121
vagledare, 121
Dispersionsekvation, 30
Dispersionskurva, 117
Dual transformation, 23

Effektflode, 6569
LP-moder, 119-120
Effektivt brytningsindex, 120
Elektrisk faltstyrka, 4
Elektrisk flodestathet, 4

Forlustfria material, 26
konstitutiva relationer, 27
Faradays induktionslag, 4

151

Fashastighet, 29, 120
Flermodsdispersion, 121

Gauss lag, 5

Grénsfrekvens
dielektrisk vagledare, 109-112, 119
halrumsvagledare, 50

Hankelfunktioner, 129-133
Heavisidefunktionen, 98
Hybridmoder, 111
Halrumsvagledare, 41

Intrangningsdjup, 70
Isotropt material, 21

Karakteristisk ekvation, 109
Kaskadkoppling, 81-82
Kavitet
cirkularcylindrisk, 87
Konstitutiva relationer, 6, 21-26
forlustfria material, 27
passiva material, 27
Kvartsglas, 26

Laddningens kontinuitetsekvation, 4
tidsharmoniska falt, 15
Laddningskonservering, 4
Ledningsférmaga, 22
Linjarpolariserade moder, 115-120
Longitudinellt vagtal, 37, 49
Lorentz-kraft, 4
Lorentzmodell, 24-25

Magnetisering, 6, 21
inducerad, 6
permanent, 6

Magnetisk faltstyrka, 4

Magnetisk flodestéathet, 4
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Materialdispersion, 51, 121
Maxwells faltekvationer, 3, 5
plana vagor, 29
svaga losningar, 8
tidsharmoniska falt, 15
Mod, 50
Modadmittans, 65

Modanpassningsmetoden, 77-82
Modifierade Besselfunktioner, 133-135

Neumannfunktioner, 129-133

Optisk fiber, 113-120
kédrna, 103
mantel, 103

Passiva material, 26
konstitutiva relationer, 27
tidsharmoniska félt, 26

Permeabilitetsfunktion, 22
vakuum, 141

Permittivitetsfunktion, 22

Plana vagor, 27-30
fas, 28
fashastighet, 29
homogena, 28
inhomogena, 28
vaglangd, 29
vagtal, 28
vagvektor, 28

Plasmafrekvens, 25

Polarisation, 6, 21
inducerad, 6
permanent, 6

Polarisationsellips, 17-20
cirkulérpolarisation, 20
hoégerpolarisation, 20
linjarpolarisation, 20
vénsterpolarisation, 20

Polvinkel, 138

Poyntings sats, 11, 17
tidsharmoniska falt, 17

Poyntings vektor, 11

Propagatorkérna, 98

Q-varde for kavitet, 84-87

Randvillkor, 9
dielektrisk vagledare, 105
halrumsvagledare, 41-44
ledare, 10
Resonanskaviteter, 82-87
Resonansmodell, 24-25

Singelmodfiber, 103, 112, 114
Stromtéthet, 4
Susceptibilitetsfunktion
elektrisk, 21
magnetisk, 21

Tidsharmoniska falt, 1315
villkor for reella falt, 14
Tidsmedelvéarde, 16
Transienta filt, 97-100
Transversellt vagtal, 38, 46

Vagfront, 98
Vagimpedans

relativ, 55

vakuum, 37, 141
Vaglangd, 29
Vagledardispersion, 51, 121
Vagledare

Oppna, 41

slutna, 41
Vagledarmoder

EH-moder, 109, 111

HE-moder, 109, 112-113

LP-moder, 115-120

TE- och TM-moder, 109-111

TEM-moder, 52-54
Vagtal, 28

longitudinellt, 37, 49

transversellt, 38, 46
Vagvektor, 28

Ytladdningstathet, 9
Ytstromtathet, 9






Samband mellan basvektorer

Cylindriska koordinater (p, ¢, z) Sfiariska koordinater (r,0, ¢)

r = /x2+y2+22

arccos 2+ = y>0 0 = arccos 7\/m
¢ = 2m — arccos x2+y2 y <0 o arccos \/3017 y=>0
- _ x
— 27 — arccos N y<0
(7“,9 ¢) (a:,y,z)

Y
= &sinfcos¢ +ysinhsing + 2z cos b
0= xcosfcosp+ycoshsing — zsinb
¢=—axsing + 9 cos ¢

,z) — (1,0, 9)

T = 51n9(;os¢+000s9005¢ ¢sm¢
Y=
z=

L,y

7 sin 0 sin ¢ +0005951n¢+¢cos¢
7 cosf —Osinf

P, @

p
¢
z

(
(
(z,y,2) — (p, ¢, 2)
(
(

-

2) — (2,9, 2)

Zcosg+ysing = ( zx+yy)/\/2*+y?
sing + gcosp = (— axy +9x)// 22 + y?

||
N> §~3>

psing + ¢ cos ¢

WS>
I
N>

{ & = pcos¢o— E}Ssingﬁ

r

0,9) — (p, ¢, 2)

= psinf + 2 cosd
cosf — zsin6

-~

|

P9, 2) — (1,0, 9)

i)zf‘sin@—I—écosG
p=0¢
2

—fcosf —Osinf

RSN
I
e\>b>

)



