
1 GRUNDLÄGGANDE SANNOLIKHETSTEORIDe�nition: FördelningsfunktionF~x(x) = P (~x � x) �1 < x <1Sats: limx!�1F~x(x) = 0limx!1F~x(x) = 1P (a < ~x � b) = F~x(b)� F~x(a) a � bKontinuerligt DiskretFrekvensfunktion: Täthetsfunktion:f~x(x) = ddxF~x(x) p~x(k) = F~x(k)� F~x(k � 1)F~x(x) = R x�1 f~x(x)dx F~x(k) = Pki=�1 p~x(i)R1�1 f~x(x) dx = 1 P1k=�1 p~x(k) = 1Medelvärde: Medelvärde:Ef~xg = R1�1 xf~x(x) dx Ef~xg = P1k=�1 k p~x(k)2:a nollpunktsmomentet: 2:a nollpunktsmomentet:Ef~x2g = R1�1 x2f~x(x) dx Ef~x2g = P1k=�1 k2p~x(k)Varians: Varians:V f~xg = Ef~x2g � Ef~xg2 V f~xg = Ef~x2g � Ef~xg21



1:a moment av funktion 1:a moment av funktionav s.v. ~y = g(~x) av s.v. ~l = h(~k)Ef~yg = Efg(~x)g = Ef~lg = Efh(~k)g == R1�1 g(x)f~x(x)dx = P1k=�1 h(k)p~k(k)
Variationskoe�ient: C2f~xg = V f~xgEf~xg2Betingad sannolikhet: P (AjB) = P (AB)P (B) P (B)6=0Satsen om total sannolikhet:P (A) = Pi P (AjHi) � P (Hi); f~y(y) = Rx f~y(yj~x = x)f~x(x)dx
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2 NÅGRA SPECIELLA FUNKTIONERTaylorserie:f(a+ h) = f(a) + 1Xn=1 hnn! fn(a)Aritmetrisk serie:an = a1 + (n� 1)hsn = a1 + a2 + : : :+ an = n2 (a1 + an)Geometrisk serie:an = rnsn = nXi=0 ri = 1� rn+11� rDerivation:ddxf(x)g(x) = df(x)dx g(x) + f(x)dg(x)dxddx f(x)g(x) = df(x)dx g(x)� f(x)dg(x)dx[g(x)℄2Partiell integration:Zx f(x) g(x) dx = [F (x) g(x)℄� Zx F (x) g0(x) dxEn användbar formel:Z 10 tke�atdt = k!ak+1
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Viktiga summor:NXk=0 �k = 8><>: 1��N+11�� � 6= 1N + 1 � = 10B� Speialfall, låtN !1P1k=0 �k = 11�� j�j < 1 1CA1Xk=0 �kk! = e�1Xk=1 k�k�1 = 1(1� �)2NXk=0 Nk !akbN�k = (a+ b)NBinomialkoe�ienter:n! = 1 � 2 � � � (n� 1) � n0! = 1 nr! = n!r! (n� r)! n > 0 r � 0 nr! = n(n� 1) : : : (n� r + 1)r! nr! =  nn� r! n0! = 1 ;  n1! = n  nn! = 1 nr! = 0 för r > n oh r < 04



a. Antal olika sätt att ordna n element = n!b. Antal olika sätt att välja r element av n med tillåtelse att repeteraelement = nr. Antalet permutationer av r element ur n = (n)r =n(n� 1) : : : (n� r + 1) = n!=(n� r)!d. Antalet kombinationer av r element ur n = binomialkoe�ienterna(n)r=r! = �nr�Def: En kombination utgöres av alla permutationer inom en gruppspei�erade element.
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3 TRANSFORMER3.1 De�nition av z-transform oh Laplae-transformDiskret Kontinuerligtz-transform1 Laplae-transformDef. ~x diskret, ike-negativ s.v. Def. ~x kontinuerlig, ike-negativ s.v.P (z) = Efz~xg = F �~x (s) = Efe�s~xg == Pk P (~x = k)zk = Pk pk zk = R10 e�sxf~x(x)dxOBS! P (1) = Pk pk = 1 OBS! F �~x (0) = R10 f~x(x)dx = 1�P (z)�z = Pk k pk zk�1 �F �~x (s)�s = � R10 x e�sxf~x(x)dxEf~xg = limz!1 �P (z)�z Ef~xg = � lims!0 �F �~x (s)�s�2P (z)�z2 = Pk k(k � 1)pk zk�2 = �2F �~x (s)�s2 = R10 x2 e�sxf~x(x)dx= (Pk k2 pk �Pk k pk)zk�2Ef~x2g = limz!1 �2P (z)�z2 + Ef~xg Ef~x2g = lims!0 �2F �~x (s)�s2Ef~xkg = lims!0(�1)k �kF �~x (s)�sk
1Observera den de�nition av z-transformen som används inom detta ämnesområde. Endel andra använder Y (z) =Pk yk z�k 6



3.2 Några egenskaper hos Laplae-transformenFunktion Transform1: f(t) t � 0 F �(s) = R10 f(t)e�stdt2: af(t) + bg(t) aF �(s) + bG�(s)3: f( ta) aF �(as)4: f(t� a) e�asF �(s)5: e�atf(t) F �(s+ a)6: t f(t) �dF �(s)ds7: tnf(t) (�1)n dnF �(s)dsn8: f(t)t R1s1=s F �(s1)ds19: f(t) 
 g(t) (faltning) F �(s)G�(s)10: df(t)dt sF �(s)� f(0�)
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3.3 Några Laplae-transformerFunktion Transform1: f(t) t � 0 F �(s) = R10 f(t)e�stdt2: Æ(t) 13: Æ(t� a) e�as4: Ae�at As+a5: t e�at 1(s+a)26: tnn! e�at 1(s+a)n+1
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3.4 Några egenskaper hos z-transformenSekvens z-transform1: fn n = 0; 1; 2; : : : F (z) = P1n=0 fn zn2: a fn + b gn a F (z) + b G(z)3: anfn F (az)4: fn+1 1z (F (z)� f0)5: fn�1 zF (z)6: n fn z ddz F (z)7: fn 
 gn (faltning) f(z)G(z)8: fn � fn�1 (1� z)F (z)9: Pnk=0 fk n = 0; 1; 2; : : : F (z)1�z
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3.5 Några z-transformerSekvens z-transform1: fn n = 0; 1; 2; : : : F (z) = P1n=0 fnzn2: Æn = 8><>: 1 n = 00 n 6= 0 13: Æn�k zk4: A�n A1��z5: n�n �z(1��z)26: n2 �n �z(1+�z)(1��z)3
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4 KÖTEORI4.1 BetekningarCn n:te kunden som kommer till systemet�n ankomsttidpunkt för Cntn = �n � �n�1 ankomstavstånd mellan kunderna Cn�1 oh CnA(t) = P (tn � t)xn betjäningsbehov för CnB(x) = P (xn � x)wn väntetid i kö för Cnsn total tid i systemet för Cnsn = wn + xn
Ankomstintervallen:tn ! ~t; A(t) = P (~t � t)Eftng = t = 1�a(t) = dA(t)dtA�(s) = Z 10 e�st a(t)dt
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Betjäningstiderna:xn ! ~x; B(x) = P (~x � x)Efxng = xn ! x = 1=�b(x) = dB(x)dxB�(s) = Z 10 e�sx b(x) dx
Väntetiderna:wn ! ~w; W (y) = P ( ~w � y)Efwng = wn ! Ww(y) = dW (y)dyW �(s) = Z 10 e�sy w(y)dy
Total tid i systemet:sn ! ~s; S(y) = P (~s � y)Efsng = sn ! Ts(y) = dS(y)dyS�(s) = Z 10 e�sy s(y)dy
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4.2 UpptagetsystemErlangfördelning:A(t) = 1� e��tB(x) = 1� e��xpk = �k=k!Pm0 �i=i! � = �=� pm = Em(�)Tidsspärr E = Anropsspärr B = pm = Em(�)Rekursiv formel:Em(�) = � Em�1(�)m+ � Em�1(�) ; E0(�) = 1
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4.3 VäntsystemM/M/1pk = �k(1� �) � = �=�N = �1� � medelantal kunder i systemetW = �x1� �T = x1� �
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5 MARKOVKEDJORDiskret tidP = (Pij)pij = P (Xn = jjXn�1 = i)p = (p1; p2; : : :)p = p � PX pi = 1Absorberande kedjor:P = 0B� S RO I 1CAN = (I � S)�1 FundamentalmatrisenKontinuerlig tidP (X(t+�t) = jjX(t) = i) = 8><>: 1� qii�tqij�t i 6= jp(t) = (p1(t); p2(t); : : :)dpdt = p �QQ = 266666664 �q11 q12 : : :q21 �q22 : : :... ...
3777777750 = p �QXi pi = 1 15



Absorberande kedjor:Q = 264 Q̂ R0 0 375N = �Q̂�1 FundamentalmatrisenRäkneregelA�1 = 1det(A)adj(A)adj(A) : Element j; i beräknas som (�1)i+jdet(A0ij).A0ij är A med rad i oh kolonn j strukna.ExempelA =  a11 a12a21 a22 !)A�1 = 1a11a22 � a21a12  a22 �a12�a21 a11 !Födelse-dödsproesser:
qij = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�i j = i + 1�i + �i j = i�i j = i� 10 för övrigtpk = �0�1 � � ��k�1�1�2 � � ��k p0Xk pk = 1 16


