Forelasning 5, Kosystem

M/G/1

Hittills har vi, nar vi behandlar kosystem med matematiska metoder, antagit att tiderna mellan
hdndelser dr exponentialférdelade. Da kan vi anvdnda en markovkedja for att beskriva ett kosystem
och berakna prestanda hos det. Simulering goér det mojligt for oss att ha godtyckliga
betjaningstidsférdelningar. Men det finns ocksa matematiska resultat for kdsystem som inte kan
beskrivas med markovkedjor. | denna foreldsning ska vi behandla M/G/1-systemet. Det har féljande
egenskaper:

e Ankomsterna &r en poissonprocess med intensitet A som ar konstant och inte beror pa hur
manga kunder det finns i systemet.

e Detfinns en betjanare och betjaningstiden har en godtycklig men kdnd férdelning.

e Det finns odndligt manga képlatser.

Vi ska harleda en formel for medelantalet kunder i detta system. For att gora det infor vi foljande
beteckningar:

N = antal kunder i késystemet (som ar en stokastisk variabel)
T = tiden som en kund tillbringar i kdsystemet (som ar en stokastisk variabel)
X = en betjaningstid (som ar en stokastisk variabel)

Vi kdnner till férdelningen for X vilket innebar att vi kan berdkna E(X) och E(X?). Dessutom &r A
kand. Observera ocksa att E(N) = AE(T) eftersom inga kunder avvisas pa grund av det odndliga
kéutrymmet.

Lat oss titta pa en kund som kommer till systemet. Hur lang tid i den tillbringar i systemet beror pa
hur manga kunder som redan finns i systemet det vill siga pa N. Om N = 0 sa borjar kunden att
betjanas med en gang och tiden i systemet blir en betjaningstid. Om N = 1 sa haller en kund pa att
betjanas vid ankomsten och da blir tiden i systemet den aterstaende betjaningstiden fér den som
betjanas plus kundens egen betjaningstid. Darfor ar det en bra ide att infora féljande stokastiska
variabel:

R = den aterstaende betjaningstiden for en eventuell kund som haller pa att betjanas vid en
ankomst

Nu far vi:

E(TIN =0) = E(X)

E(TIN=1)=EX)+E(R)

E(TIN =2) =2E(X) + E(R)

Och sa vidare. Man inser att i det i det allmanna fallet galler

E(TIN = k) = kE(X) + E(R) fork > 1



Nu tar vi bort betinget:

E(T) = Z E(T|N = k)P(N = k) = E(T|N = 0)P(N = 0) + Z[kE(X) +ER)]P(N = k) =
k=0 k=1

E(X)P(N=0)+E(X) Y kP(N=k)+E(R) Y P(N=k) =

E(X)P(N=0)+EMX)E(N) + E(R)(1 — P(N =0)) (1)

Nu berédknar vi P(N = 0) genom att anvanda Littles sats for att berdakna medelantal kunder i
betjanaren, E(Ny), pa tva satt:

E(N)=0-P(Ng=0)+1-P(Ng=1)=P(Ny=1)=1—-P(N =0)

E(Ns) = AE(X) = p

Detta leder till att

1-P(N=0)=p

Sitter vi in detta i (1) ovan s& far vi

E(T) =1 -p)EX) +EQX)EN) + pE(R) (2)
Dessutom har vi att E(N) = AE(T) vilket insatt i (2) ger oss

E(T) =1 -p)EX) + EX)AE(T) + pE(R) = (1 = p)EX) + pE(T) + pE(R) (3)
Vi har utnyttjat att p = AE(X).

Nu aterstar att berdkna E'(R). Detta gor vi med ett geometriskt resonemang. Vi drar en massa
betjaningstider (X3, X,, ... ) och markerar deras langd pa en tidsaxel. Darefter ritar vi ratvinkliga
trianglar langs tidsaxeln som i figuren nedan.

X3
x| \&

le X2 X3 X4 XS

Om vi nu véljer en godtycklig tidpunkt pa tidsaxeln sa visar den réda kurvan hur mycket av den
pagaende bejaningstiden som ar kvar. Vi berdaknar medelhdjden for denna kurva genom att forst
berdkna den totala arean under kurvan fram till slutet av betjaningstiden for kund nummer n och
sedan dela med tiden som har forflutit fram till slutet av den betjaningstiden. Det ger en
uppskattning av E(R) som blir allt battre ju stérre n ar. Vi far saledes



E(R) = lim Laxi/2 _ . (EEaXD)/m _ E(XY)
noo YU X now2 (YR X)/n 2E(X)

Nu kan vi satta in detta resultat i formel (3) ovan. Det ger

E(X?)
2E(X)

E(T) =1 —-p)EX) +pET) +p

Om vi observerar att p/E(X) = A sa far vi slutligen

AE(X?)
EM =EX)+——=
2(1-p)
Genom multiplikation med A sa far vi ocksa
E(N) + —AZE(XZ)
=p
2(1-p)

Konatsteori - nit utan aterkoppling
Ofta modelleras system bast genom att anvdnda ett konat det vill sdga ett antal sammankopplade
koer. Det kan till exempel se ut som nedan:
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Nu kan vi bevisa foljande:

Poissonprocess in till M/N/1 ger Poissonprocess ut

Detta kan man visa genom att berdkna fordelningen for tiden mellan avgangarna fran ett M/M/1-

system. Vi satter Y = tiden mellan tva avgangar. Kalla en kund som lamnar systemet A och den darpa
féljande kunden B. Y &r da tiden mellan avgangarna for A och B. Da far vi att

Fy(s) =
Fy (s|A lamnar tomt system)P (A lamnar tomt system) +
Fy (s|A lamnar ej tomt system)P (A lamnar ej tomt system) (4)

Nu har vi dessutom att

K
A+s u+s

Fy (s|A lamnar tomt system) =

eftersom man forst maste vanta pa B:s ankomst och sedan pa B:s betjaning. Dessutom &ar
P(A limnar tomt system) =1 —p

Samma typ av resonemang ger

Fy (s|A lamnar ej tomt system) =
7 (sl jtomt system) =~ —



och
P(A lamnar ej tomt system) = p

Insdttning i (4) och ganska mycket algebra ger sedan

u
u+s

Fy(s) =

Saledes ar tiden mellan avgangar exponentialférdelad och darmed &r det en poissonprocess som
lamnar ett kdsystem.

Sammanslagning av Poissonprocesser ger en ny Poissonprocess
Antalet handelser i en Poissonprocess under ett tidsintervall av Iangden t &@r Poissonfordelat vilket

innebdr att
P(k handelser) = (Akt!)k oAt
Z-transformerar vi detta sd blir det
P(z) =X{2,z" LA0E e _ oaea-2) 5

k!

Om vi har tva Poissonprocesser och slar samman dem sa ar antalet hindelser i intervallet summan av
antalet handelser i vart och ett av intervallen. Da far vi z-transformen foér antalet handelser i den
sammanslagna processen genom att multiplicera z-transformerna for antalet hdandelser i de
osammanslagna processerna. Och fran formel (5) far man da att den sammanslagna processen maste
vara en Poissonprocess.

Uppdelning av Poissonprocesser ger ny Poissonprocess
Vi delar upp en process genom att varje gang en kund kommer till delningspunkten sa skickas den
med sannolikheten a uppat och 1 — a nedat.

| Y

Om N &r antalet handelser i den ursprungliga, odelade processen under ett intervall av langden t och
M &r antalet hdndelser i "uppatprocessen” sa far vi:

P(M = k)—ZP(M kIN = )P(N = i) :z a1 = )ik (t)‘ _

i=k i=k

N - (At)l _ae a0 (A - oAl
= a’e M;k!(l’ _k)l ) k! Z (i-Kk




K, -1 k k
_a’e t(ap) LSOt _ (alt) p-ait
k! k!

Antalet handelser i upprocessen ar ocksa Poissonfordelat, vilket innebar att det ar en Poissonprocess.

Nu kan man alltsa rakna pa konat av det slag som vi ritade ovan. Dock visar det sig att det blir
problem nar man infor aterkopping, mer om det i nasta forelasning.



