Forelasning 2, Kosystem varen 2014

Vi ska borja titta pa enskilda kdsystem som ser ut pa foljande satt:

Det kan finnas en eller fler betjanare och kdéutrymmet kan vara dndligt eller odandligt. Om
koutrymmet ar odndligt sa kommer aldrig kunder att sparras. Sa snart en betjanare ar fardig med en
kund sa hamtar den en ny kund fran kén om det finns nagon dar. Vi infér nagra beteckningar:

A(t) = fordelningsfunktionen for tiderna mellan ankomster
a(t) = A'(t) = frekvensfunktionen for tiden mellan ankomster
B(t) = fordelningsfunktionen for betjaningstiderna

b(t) = B'(t) = frekvensfunktionen fér betjaningstiderna

Om A(t) och B(t) ar kdanda och vi vet hur manga betjanare och kdplatser det finns sa vill vi berdkna
sannolikheten for sparr och de statistiska egenskaperna hos tiden i systemet fér en kund som inte
sparras.

En beteckning som ofta anvands: A/B/n*kommentar. A anger férdelningen mellan ankomster, B
fordelningen for betjaningar, n ar antalet betjanare. | kommentaren kan man lagga till ytterligare
information. Om inget annat sags sa antar vi att antalet kdplatser ar oandligt. Ofta anvands féljande
forkortningar for fordelningar:

M — exponentialfordelning
D — deterministisk (det vill siga konstant)
G — en godtycklig (men kdnd) fordelning

For att det ska finnas enkla satt att berakna det vi vill for kdsystem sa maste man stalla vissa krav pa
fordelningarna for tiderna mellan ankomsterna och betjaningstiderna. | denna kurs kommer vi att
rakna pa sa kallade markovska kder och pd M/G/1-kder. Vi kommer ocksa att studera simulering som
man kan anvanda till mycket allmannare kosystem.

Markovska koer

En markovsk k6 kan beskrivas med en markovkedja. Det finns markovkedjor i diskret tid och
markovkedjor i kontinuerlig tid. Vi ska anvdnda Markovkedjor i kontinuerlig tid. En markovkedja
befinner sig i ett tillstand. Tillstanden kan numreras med heltal och det kan finnas dndligt manga eller
oandligt manga tillstand. | denna kurs sa representerar for det mesta tillstandets nummer antal
kunder i ett kosystem. Det trevliga med markovkedjor ar att det finns ett matematiskt maskineri



som kan anvdndas for att utfora berdkningar. Dock maste man stélla vissa krav pd A(t) och B(t) for
att man ska kunna beskriva ett kdsystem med en markovkedja. Forst kommer en definition pa
markovkedjor i kontinuerlig tid (i fortsattningen skriver jag bara markovkedja) och sedan reder vi ut
vilka villkor som ett kdsystem maste uppfylla for att man ska fa beskriva det med en markovkedja.

Vad dr en markovkedja?
Vi satter

X(t) = tillstandet for ett system vid tiden t

Tillstandet ar ett heltal och tiden ar kontinuerlig det vill sdga kan anta vilket reellt varde som helst.
Antagattt; < t, < -+ <t, < t,yq och att féljande galler for godtyckliga t; och n:

P(tn+1 = kn+1|tn =kptn-1 =kp_q1..t; = kl) = P(tn+1 = kpy1lth = kn)

Da sager vi att X (t) ar en markovkedja. Formeln ovan innebar att vi kan kasta bort all historia fore
tiden t,, nar vi vill forutsdga vad som hander efter t,,. Det enda som har betydelse for vad som
hander i framtiden ar i vilket tillstand som man befinner sig, hur man har tagit sig dit spelar ingen roll.
Man kan visa att om At &r ett mycket litet tidsintervall sa &rom i # j:

_ PX(t+AD) =j1X@) =10)
llm = ij
At—0 At

Detta innebar att for sma At sa ar

Hur rdknar man pa en markovkedja?
For att slippa skriva sa mycket infor vi en ny beteckning:

pi(6) = PX() = D)
Lat oss anta att vi har en markovkedja med tre tillstand, 1, 2 och 3. Da far vi féljande ekvationer:

p1(t +At) = (1 — (A12 + A43)A0) * p1(B) + 4314t - po () + A31At - p3(t)
p2(t + At) = A1At - p1(8) + (1 — (A31 + A23)A) - po(t) + 43,4t - p3(t)
p3(t + At) = A13At - py (t) + Ax3At - py(t) + (1 — (A3 + A3)At) - p3(t)

Dessa ekvationer kan skrivas om pa foljande satt

A —_
p1(t + At) — py(t) = —(A1p + A13)p1 () + APy (£) + A31p3(t)

At
A —

Pttt Atz“ P:(0) = A1201(8) — (A21 + A23)p2(8) + A32p3(8)
A —

patte gt s = A13p1(t) + A23p2(8) — (A31 + A32)p3(0)

Later vi nu At — 0 sa far vi

p1(t) = —(A12 + A13)p1 (1) + 22102 (t) + A31p3(L)
p2(t) = A12p01(t) — (Az1 + A23)p2(t) + A32p5(t)
p3(t) = A1301(8) + A23p2 (1) — (A31 + A32)p3(t)



Om vi infor Q-matrisen

—112 - /113 /112 /113
Q= Az1 —Az1 - /123 /123
/131 /132 _/131 - /132

och radmatrisen

p(®) =[p1(t) p2(t) p3(B)]
sa kan vi skriva
p'®) =p)-Q

Det innebar att om vi kdnner till p(0) sa kan vi berdkna sannolikheten att befinna sig i ett visst
tillstand vid en godtycklig tidpunkt t > 0. Naturligtvis gar detta att gora for ett godtyckligt antal
tillstand. Oftast ar man inte intresserad av p(t) utan vill berdkna den sa kallade jadmviktsférdelningen
for marovkedjan. Man kan visa att for de flesta markovkedjor sa existerar féljande gransvarde

lim p; () = p;
Vektornp = [P1 P2 P3] kallar vi oftast for tillstdndsférdelningen for markovkedjan. Det giller att

tlim p;(t) existerar = tlim pi(t) =0
Saledes kan vi bestimma p med hjalp av ekvationssystemet
0=p-Q

1 =Zpi
vk

Den forsta ekvationen far vi genom att latat — o0 i p’(t) = p(t) - Q och den andra behdvs for att
|6sningen ska bli entydig. Den andra séger ju helt enkelt att man maste befinna sig i nagot tillstand i
markovkedjan, summan av alla sannolikheter maste da vara =1.

Ofta ritas markovkedjor som tillstandsdiagram dar intensiteterna A;; skrivs pa bagarna, se nedan.

Markovkedjor och késystem

Eftersom det finns ett matematiskt maskineri fér markovkedjor vore det ju trevligt att fa anvanda det
for kosystem. Till exempel kunde man lata tillstand i i markovkedjan betyda att det finns i kunder i
systemet och sedan beskriva kdsystemet med féljande markovkedja:

™

T T T

Detta ar bara mojligt om fordelningen for tiden mellan ankomster och férdelningen for
betjaningstiderna uppfyller vissa villkor. Lat oss ta reda pa vilka de ar! Om vi borjar med tiden mellan



ankomsterna sa maste det galla att den ar lika med tiden som man tillbringar i tillstand 0 i
markovkedjan nedan om man befinner sig i 0 vid tiden 0.

@

Q-matrisen for denna markovkedja ar
5 ol
0 0
Det ger foljande system av differentialekvationer

po(t) = —Apo(t)

p'@®)=p®)- Qe { Pl () = Apo(t)

Dessutom har vi begynnelsevillkoret

po(0) =1
p1(0) =0

Vi l6ser ekvationen for pg (t):

Py () = Apo(t) = po(t) = Ce™t

Eftersom po(0) = 1 53 maste C = 1 vilket ger att py(t) = e . Nu observerar vi att om X ar tiden i
tillstand 0 sa galler

P =PX>t)=1—-PX<t)=1-F({t) =F(t)=1—py(t) =1—eH

Detta innebar att tiden mellan ankomster maste vara exponentialférdelade. P4 samma satt visas att
betjaningstiderna ar exponentialférdelade.

Vi kan beskriva ett kosystem med en markovkedja om alla tiden mellan ankomster och
betjaningstiden ar exponentialférdelade.

M/M/1
Detta kosystem finns noggrant beskrivet i laroboken i avsnitt 3.3. Las det noga! Nar man raknar pa
ett markovskt kosystem sa foljer man nastan alltid detta schema:

Rita tillstandsdiagrammet
Bestam tillsandssannolikheterna (kallas ocksa tillstandsfordelningen) med nagon av
metoderna
a. Snittmetoden
b. Flode in, flode ut
c. 0=p-Qkombineratmed Y. p; =1
3. Berdkna medelantalet kunder i kén med definitionen pa medelvarde eller med z-transform
4. Berdkna medeltiden i systemet (mer om detta pa foreldsning 3)



Man bor observera att ett M/M/1-system &r stabilt om p < 1, annars instabilt.



