Forelasning 3

Motsvarar avsnitten 3.1-3.2.4, 3.3.2-3.4 i Griffiths

Laplace och Poissons ekvation (Kap. 3.1)

I ett omrade utan elektriska laddningar satisfierar potentialen Laplace ekvation
V2V (r) =0

och i ett omrade med rymdladdningstiathet p(r) satisfierar potentialen Poissons
ekvation
V2V (r) = _pr)
€o

For att kunna losa ekvationerna entydigt behdvs ratt sorts randvillkor pa randen
till omradet. De vanligaste randvillkoren &ar att potentialen &r en given konstant
pa ytan av ledare och att potentialen ar noll i odndligheten. Poissons eller Laplace
ekvation i omraden med ytor dér potentialen &r given pa randen till omradet kallas
for randvérdesproblem. Dessa dr ofta svara att 16sa analytiskt eftersom vi inte
vet laddningsfordelningarna pa ytorna. Det finns dock ett par fall dar det finns
analytiska losningar. Ett sadant fall &r en given laddningsfordelning ovanfor ett
oandligt stort jordplan, se nedan.

Entydighetssatser for elektrostatiska problem (Kap. 3.1.5)
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Det finns en uppséttning av entydighetssatser for olika geometrier och olika typer
av randvillkor. De som tas upp i Griffiths &r:

Fall 1 : Antag en volym V som omsluts av en yta S med given potential V.
Poissons ekvation, V2V = —p/gg, ér da entydigt 1osbar i V.

Fall 2: Antag en volym V utanfor ett antal ledande ytor S,, med givna laddningar
Qn. For den yttre yta Syye som omsluter V (kan vara i odndligheten) géller villkoret
fsyme E - -ndS = —Qiot, dir Qi ar totala laddningen innanfér Syi,e och nv &r nor-

€0
malen riktad ut fran V. Det elektriska faltet ar da entydigt givet i V. Entydigheten

galler &ven nér det finns en given rymdladdningstathet p i V.



Speglingsmetoden
Spegling i plan (Kap. 3.2.1-3.2.3)

En punktladdning befinner sig ovanfor ett jordat metallplan. Losningen till detta
problem kan vi fa genom att ersétta metallplanet med en spegelladdning enligt figur.
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Kommentar: Spegling ar ett trick for att pa ett enkelt sitt fa fram uttryck for
det elektriska féltet och potentialen. I verkligheten finns ingen spegelladdning utan
de laddningar som finns ér punktladdningen och den inducerade ytladdningen pa
metallplanet. De uttryck for potentialen och féltet som vi far fram med speglings-
metoden giller endast ovanfor metallytan.

Spegling i horn
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Figur: I hornet 0 < ¢ < 45° ger de bada figurerna samma elektriska
falt. Randvillkoret V' = 0 for ¢ = 0 och ¢ = 45° ar uppfyllt pga att
laddningsfordelningen ar antisymmetrisk map linjerna = 0 och z = y.

Det gar att spegla i ett horn enligt figur. Det som krévs for att det skall bli ett
dndligt antal spegelladdningar &r att vinkeln ¢y mellan halvplanen ges av ¢y = 7/n
dar n ar ett positivt heltal.



Losning av Laplace ekvation i sfariska koordinater (Kap. 3.3.2)
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Antag att vi har ett kéllfritt omrade mellan tva sfiarer, d.v.s. a < r < b dér b kan
vara oéndlig och a noll. T omradet giller V2V (r) = 0 for potentialen. Vi kan finna
en allménn 16sning for a < r < b genom att uttrycka Laplaceoperatorn i sfériska
koordinater

2 _iﬁ 20V 71 ﬁ 0_V 71 02—‘/_
VV(7°>9>¢)_7,28T or +r2sin989 Smea@ +r2sin295¢2_0

Den allménna l6sningen fas m.h.a. separationsmetoden, se kursen i kontinuerliga
system

(r,0,¢) = Z Z Al BT Y (9, ¢) (0.1)
1=0 m=—1

dir Y™ (0, ¢) ér klotytfunktioner! och A™ och B/™ dr konstanter. Begriinsar vi oss
till axialsymmetriska 16sningar V' = V' (r, #) forenklas 16sningen eftersom den endast
kommer att innehalla m = 0 termer.

V(r,0)=>_ (Ar'+ Br~"=") P(cosb) (0.2)
1=0
dér P(x) ar Legendrepolynomet av grad [, x € [—1,1].

Multipolutveckling (Kap. 3.4)

Antag nu en laddningsfordelning p(7) som ligger innanfor en sfar med radie R. For
r > R satsifiererar potentialen Laplace ekvation och vi kan skriva den pa formen
(0.1), eller (0.2) om laddningsfordelningen &r axialsymmetrisk. Eftersom V(r) — 0

Ym@,¢) = CunP"(cosf)e™?, dir P™(cosf) #r den associerade Legendrefunk-
tionen av ordmng ({, m) och dar Cj, &r en normeringskonstant som gor att

ST 27y (0, )Y (6, 6) sin 6 dgd = Sy Sy



da r — oo ar A; = 0 for alla [. For att fa fram B; anvinder vi féljande utveckling

for r > r’, se Griffiths
1 = !

— T !
p—— = Z mPl(cos@ )

=0

dar cos® = 7 - 7. 2 Det leder till

1 p(r) 1 & / 1 o .
(r) 4reg /v |r — 7| v dreg ; . T,l+1p("° )" Py(cos ©")dv

Termerna 1 summan bendmns

[ = 0, monopol

V(7)mono = L 1/Vp('r')ah/— @

dmeg T  dmeor
[ =1, dipol
1 1
V(r)aip = pr—— p(r")r’ Py(cos©") dv'

cos ©/

[ = 2, kvadrupol
[ = 3, oktopol

Elektriska dipoler (Kap. 3.4.2)

Dipoltermen skriver vi om

1 INSAT a3 I / INaAS 30 r-p r-p
. d = . d = =

4dregr? /Vp(’r Jr - Fdv 4drregr? r v plr)r'dv dregr?  4dmegrd

dar laddningsférdelningens elektriska dipolmoment definieras som

p:/p(r’)r’dv’
.

Antag tva punktladdningar ¢ och —g som befinner sig i punkterna r; respektive ;.
Laddningarna bildar da en elektrisk dipol med dipolmomentet

A

V(r)aip =

p=q(ri—7y) =qd (%)

Om vi har N stycken punktladdningar ¢;, 2 = 1,2... N i punkterna r;, i =1,2... N
definieras dipolmomentet map origo av

N
p= Z a;T;
i=1
Det &r latt att visa att p &r oberoende av origos placering om totala laddningen &r

N
noll, Z q; = 0.
i=1

2|r — 2|71 #r Greenfunktionen for Poissons ekvation, se kontinuerliga system.




Elektrisk filt fran en punktdipol (Kap. 3.4.4)
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ekvipotentialyta
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Figur: Faltlinjer och ekvipotentialytor for en punktdipol i origo.

En punktdipol med dipolmoment p far vi om vi later d — 0 och ¢ — oo pa ett
sadant sitt att p = ¢qd ar dndlig (JAmfor ekv. (x)).
Potentialen fran en punktdipol p = pz som befinner sig i origo ges av

1 p-r pcost

Vir) = —
(r) dmey 13 4megr?

Motsvarande elektriska falt ges av

1 3(p-r)r—rp D
E(r)=-VV(r)= 1 = pp—"

= Tre . (27 cos 0 + B sin 6)

dér @ ar vinkeln mellan z-axeln och radius vektor =, och 7 och 0 ar de sfiriska
enhetsvektorerna, se figuren ovan.

Kommentar: Det elektriska filtet fran en punktkilla avtar som kvadraten pa
avstandet fran punktkillan. Det elektriska faltet fran en dipol avtar som kubiken pa
avstandet, dvs en ordning snabbare. Om en laddningsférdelning har totala laddnin-
gen () och det totala dipolmomentet p kommer dess elektriska falt att langt bort
fran laddningsfordelningen se ut som faltet fran en punktkélla ). Nir man ndrmar
sig laddningsfordelningen blir detta en allt simre approximation och man behéver
da lagga till bidraget fran dipolféltet. Faltet fran en laddningsférdelning med total-
laddningen noll kan pa stora avstand fran laddningsfordelningen approximeras med
ett dipolfilt.



